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Pomocny text

NEROVNOSTI

Nejen v olympiadéach jsou oblibené tlohy typu ,,Dokazte, Ze pro vSechna kladné
redlna ¢isla x, y, z plati zadané nerovnost, kde na levé strané vystupuje jakysi vyraz
a na pravé strané taktéz“. V tomto textu si ukdZeme nékolik trikd, jak tyto tulohy
feSit. Ne v8echny vSak vyuZijete pii feSeni tloh tfeti série. Myslime si ale, Ze by se
vam mohli hodit nékdy v budoucnu, napiiklad pfi feSeni Matematické olympiady.
Proto se ned&ste mnoZstvim nerovnosti, ani se jich nemusite bat. SpiSe naopak.

Kvadrat je vzdy kladny

vvvvvv

x > 0 apravou nerovnosti (y/x + %)2 > 0 dostdvime znamou nerovnost z + 1 > 2.

Homogenni nerovnosti

Vyraz f(z1,...,z) je homogenni vyraz stupné n, pokud pro t € R je
fltxy, ... teg) =t" f(x1, ..., xL).
Tedy naptiklad f(z,y) = 22 + y? je homogenni vyraz stupné 2, protoze f(tx,ty) =
(tz)* + (ty)* = *(2z* + y?) = £ f(z,y).

Nerovnost mezi dvéma homogennimi vyrazy stejného stupné se nazyvi homo-
genni nerovnost. Abychom mohli nerovnost pfevést na nékterou ze znamych (uve-
denych dale v tomto textu), musime ¢asto dokazovanou nerovnost pievést na homo-
genni. K tomu potfebujeme néjakou pomocnou rovnost.

Napiiklad mame-li dokdzat a + b+ ¢ < a® + b? + ¢ za podminky a + b+ ¢ = 3,
vynasobime levou stranu vyrazem a+b+-c a levou trojkou, po roznasobeni a odec¢teni
dostaneme 0 < 2a? + 2b% + 2¢? — 2ab — 2bc — 2ac = (a — b)? + (b — ¢)? + (a — ¢)>.
Vyuzitim kladnosti kvadratu vidime, Ze nerovnost plati.

Pokud dokazujeme néjakou nehomogenni nerovnost za podminky abc = 1, pre-
vedeme ji na homogenni pomoci substituce a = x/y, b=y/z a c = z/x.

Homogenni nerovnost plati pro z1, . .., z, pravé kdyz plati pro tx1, . . ., txy. Proto
u nich miZeme zafixovat hodnotu libovolného homogenniho vyrazu: napf. polozit
x1 + -+ xp = 1. Musime pak oSetfit piipady, kdy se tento vyraz rovna nule.

Cyklické a symetrické nerovnosti

Nerovnost s proménnymi 1, . ..,z je cyklicka, pokud se nahrazenim xo za x1, x3
za To, ..., X1 za xp nerovinost nezméni. Pokud se nezméni ani pfi libovolném jiném
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prehazeni proménnych, je navic symetricka. Je-li nerovnost symetrickd, mizeme si
dovolit predpokladat 1 < xo < --- < x,,. Pokud je pouze cyklickd, mizeme akorét
udélat predpoklad, Ze x1 je maximem (resp. minimem) ze vSech x;.

Nerovnost mezi prameéry

Necht z1,x9,...,z; jsou kladna realna Cisla a m < n jsou nenulova realné ¢isla.

Pak
,,\l/xﬁn—i-'--—i-le - ,\L/x?—l—---—i-xz
k - k ‘

Rovnost nastava, pravé kdyz maji vSechna x; stejnou hodnotu. Vyraziim na levé
a pravé strané se Tikd primér stupné m respektive n. Pramér stupné 1 je ndm
dobfe zndmy prumér aritmeticky, priumér stupné 2 se nazyva kvadraticky a primér
stupné —1 harmonicky. Nerovnosti mezi témito priméry se ob¢as oznacuji zkratkami
z prvnich pismen nazvi priaméra — tedy napf. AH-nerovnost. Kromé takto definova-

se chova jako prumér stupné 0 — je mensi, nez vSechny pruméry kladného stupné a
vét§l nez pruméry stupné zaporného. My si nyni formulujeme nerovnost AG, a to
v jeji silngjsi (vazené) podobé.

Vazena AG nerovnost

Necht z1,29,...,2; a a1, as,...,ar jsou kladné realna ¢isla. Polozme ay + - -+ +
ay = s. Pak a1x1+a2ms+m+awk 2 i/x?l . SEREEE zy*. Pokud polozime b; = %,
mame

bixy + bowy + - - + by > 2t bz k.

Rovnost opét nastavéi, maji-li proménné stejnou hodnotu. Podobnym zptisobem lze
pridat vahy ai,...,ap i do ostatnich nerovnosti mezi praméry. Silu vazené AG-
nerovnosti si ukdZeme na néasledujicim pfikladu:

Priklad 1. Dokazte, Ze pro x,y,z > 0 plati

x3y + y3z + 23z > x2yz + y2:1:2 + zza:y

Pokusime se vyjadiit z2yz jako geometricky pramér &isel 23y, 432 a 23z s va-
hami a, b, ¢ splijicimi a + b 4 ¢ = 1. Chceme, aby bylo (z3y)%(y32)b(232)¢ = 2242,
Porovnanim exponentit méme 3a + ¢ = 2, a + 3b = 1,b + 3¢ = 1, TfeSenim soustavy
(a,b,c) = (%, %, %) Dostavame tak nerovnost %:c3y + %yg’z + %2335 > 2?yz. V ni
mizeme dvéma zpusoby cyklicky zaménit proménné. Kdyz vSechny takto vzniklé ne-
rovnosti seéteme, dostaneme dokazovanou nerovnost. Tento postup funguje na celou
rfadu podobnych cyklickych nerovnosti.
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Muirheadova nerovnost

Je silnym néstrojem pro ditkaz symetrickych homogennich nerovnosti. Vyrazem

SN

[a1,a2,...,a;], kde a1 > ag > -+ > a;, budeme rozumét soucet vyrazu :E‘ll”
mZ”(k) pfes v8echny mozné permutace 7. Naptiklad [7,5, 4] je oznaceni pro ac{x%x% +
pxdiad +atalad + aladal + aladal + 23232, [1,1, 1] je oznadeni pro 6212223 (soudin
jsme zapo¢itali s kazdou permutaci, odtud ta Sestka). Muirheadova nerovnost fik4, Ze
pokud a1 < by, a1+as <bi+bo,...a1+ - +ap_1 <b1+---+by_1aa1+---+ap =
by + - -+ + by, pak pro nezaporna z; plati [a1,...,ax] < [b1,...,bk]. Napiiklad tedy

[3,1,0] > [2,1,1], coz po rozepsani dava
2y 4+ Pz 4+ Br +yPr + By + 2ty > 20%yz + 2yPnr 4+ 2%y,

Tuto nerovnost jsme mohli dokézat i pomoci AG nerovnosti, Muirhead pouze urych-
uje zapis. V tomto pripadé platila jak symetrické, tak pouze cyklickd podoba nerov-
nosti. Vzdy tomu tak ale byt nemusi: napiiklad plati [3,1,0] > [2,2,0], ale cyklicka
podoba z3y + 13z + 23z > 2%y? + %22 + 2222 neplati prox =0, y = 1, 2 = 2.

Cauchy-Schwarz-Bunjakowského nerovnost

Tuto nerovnost vymysleli zminén{ tii panové, kterému z nich je prepsana zélezi
na literatufe. Necht x1,...2z,, y1,..., Y, jsou realna cisla. Pak

x1y1+:czyz+~-+wnyn§\/x%+--'+x%-\/y%+m+y%

Mincova nerovnost

Necht 1 <zo < -zpay; <yo < - -y, a7 jelibovolnd permutace na mnoziné
{1,...,n}. Pak

T1Y1+ A+ TaYn > T1Yr() F02Yn(2) t FT0Yn(n) = T1Ynt+T2Yn—1+ - FTpy1. (3.1)

Pro¢ se jmenuje mincovia? Kdy7z budete mit hroméadky minci o hodnotach x; az z, a
miizeme si z jedné odebrat y;, ze druhé yo, atd., bude pro nés nejlepsi vzit y, minci
hodnoty z;, (co nejvice nejdrazsich), y,—1 minci hodnoty x,,—; atd. Nejhorsi moznosti
je udélat to presné naopak a jakakoliv jind moznost (vyjadiena permutaci ) je nékde
uprostied, coz nam presné fika (3.1).

Priklad 2. Necht a,b,c > 0. Dokazte, Ze % + % + % >a? +b% + 2.

Zde vyuzijeme mincovou nerovnost. Posloupnost x; budou tvofit ¢isla a3, b3, ¢
uspofadané podle velikosti, posloupnost y; ¢isla %, %, % rovnéz sefazené podle veli-
kosti. Jsou-li ¢isla a, b, ¢ néjak usporadana (napf. a > b > ¢), maji totéz usporadani
¢isla a3, b3 a ¢3, na druhou stranu ¢isla %, % a % maji usporadéni opac¢né. Proto lze

na tyto trojice aplikovat pravou ¢ast (3.1).
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Cebysevova nerovnost

Za stejnych predpokladii jako v mincové nerovnosti plati

1
Ty +x2Y2+ Ty > ﬁ(ﬂfﬁr- ctzn)- (it Yn) > Tyt royn—1+- Ty

Tuto nerovnost ziskdme se¢tenim vhodnych n mincovych nerovnosti a vydélenim n.

Jensenova nerovnost

Pro Jensenovu nerovnost je klicovy pojem konvexni a konkévni funkce. Konvexni
funkee je takova, Ze jeji nadgraf (mnoZina bodii nad grafem funkce) je konvexni, tedy
spojime-li dva body nad grafem funkce, bude i cel& spojnice nad grafem. Podobné
konkavni funkce je takova, Ze spojime-li dva body pod grafem, je i cela spojnice pod
grafem. !

Necht je funkce f na konvexni na intervalu I a x1,...,x, € I. Pak

f(x1) + -+ f(xn) 2f<931+~-+xn).

n n

Pro konkavni funkci f plati tato nerovnost s opatnym znaménkem. _ .
Napftiklad odtud lze snadno ukézat, Ze pro tihly v trojuhelniku je w <
sin (%) = § Z Jensenovy nerovnosti se vyuzitim vhodnych funkei daji dokazat

nerovnosti mezi primeéry.

ABC — ABstract Corectness

Na zévér bychom zde chtéli predstavit jednu techniku, kterd funguje pouze pro
symetrické nerovnosti se tfemi neznamymi, ale vzhledem k velkému vyskytu praveé
téchto uloh v riznych soutézich je pomérné zajimava.

Pokud neobsahuje nerovnost zadné ,divoké* funkce, lze ji prevést do tvaru f(abe,
ab+bc+ac,a+b+c) > 0. Pokud je f monoténni vzhledem k prvnimu parametru 2
na celém R, ma své minimum i maximum v p¥ipadé, ze jsou dvé z &isel a, b, ¢ stejna.
Pokud je monoténni pouze na ]Rar , muze extrém nastat, i kdyz je jedno z ¢isel nu-
lové. Pokud predpoklad monoténnosti nahradime predpokladem konvexity, miizeme
v téchto bodech hledat pouze minima, za pfedpokladu konkévnosti pouze maxima.

Pi¥iklad 3. Pro nezdpornd a,b, c dokazte a® + b* + c® + 2abc + 1 > 2(ab + bc + ca).
Autorem lohy je Darij Grinberyg.

'Rozlisovat konvexni a konkavni funkce pomoci obrazku mize byt matouci, pro korektni zdivod-
néni konvexity se zpravidla pouziva druha derivace (je-li druha derivace zaporna, je funkce konkavni,
je-li kladna, je konvexni).

2Nerostouci nebo neklesajici
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Polozme p = a+b+c, ¢ = ab+bc+ac, r = abc. Nerovnost pak lze pfepsat do tvaru
p? —4q+2r+1 > 0. Jak je vidét, leva strana je rostouci vzhledem k 7, svého minima
nabyva, kdyZz maji dvé proménné stejnou hodnotu, nebo je jedna nulova. V prvnim
piipadé BUNO a = b, dokazujeme pak 2a® + ¢? + 2a%c + 1 > 2(a® + 2ac). To lze
ekvivalentné upravit na (c—1)24+2c(a—1)? > 0, coz plati. Ve druhém piipadé BUNO
a = 0, pak dokazujeme b? + ¢ + 1 > 2bc, coz je ekvivalentni s platnou nerovnosti
(b—c)?2+1>0.
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