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Pomocny text

GEOMETRIE

Zobrazeni v planimetrii

Neformaélné feceno, zobrazeni mnoZziny A do mnoZziny B je pfedpis, ktery
kazdému prvku p mnoziny A prifadi néjaky prvek ¢ mnoziny B. Tuto sku-
te¢nost zapiSeme rovnici

fp) =q

V souvislosti se zobrazenimi se zavadi nékolik pojmi:

Definice 1. O zobrazeni tekneme, Ze je injektivni (krdtce injekci), pokud
kazdym dvéma rizngm prokim z A pritadi dva rizné proky z B.

e Funkce 0 : ) — {a,b} je injektivni (ale neni surjektivni).

Definice 2. Zobrazeni f nazveme surjektivnim (krdtce surjekei), jestlize pro
kazdé q € B ezistuje p € A tak, Ze f(p) = q.

e Funkce plus : Ny x Ny — Ny je surjektivni (ale neni injektivni).

Definice 3. Zobrazeni nazveme bijektivnim (krdtce bijekei), pokud je injek-
tivni a surjektivnd zdroven. Ke kazZdému vzdjemné jednoznacénému zobrazend
(tedy bijekci) lze nalézt zobrazeni inverzni.

e Funkce g : Z — N dan4 pfedpisem

) 2z 41 pro xz < 0,
9(w) = { 2 jinak

je bijektivni.

Zobrazeni muZzeme skladat. Mame-li zobrazeni f : A— Bag: B — C,
pak jejich slozenim (zna¢ime go f) nazveme zobrazeni h dané vztahem h(z) =
g(f(z)). Budou-li skladana zobrazeni injektivni, vysledné zobrazeni bude
také injektivni. Totéz plati i pro surjektivni a bijektivni zobrazeni.

Reknéme, Ze méme bijektivni zobrazeni fi, fo a g. Mame-li néjakou rov-
nost, v niz vystupuji tato zobrazeni a operace skladani, miZeme ji upravo-
vat podobné, jako rovnost mezi redlymi ¢isly s operaci nasobeni: z rovnosti
fi = foplyne flog= faogago fi =go fa (,nasobeni* zprava a zleva).
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Z rovnosti fiog = foog plyne, ze fi = fa (kraceni zprava), obdobné funguje
i kraceni zleva. Oproti redlnym ¢islim je zde jeden vyrazny rozdil:

fiofa# fao fi.

Nemiizeme proto ,nasobit” jednu stranu rovnosti zleva a druhou zprava,
nemizeme ani vyrazy na jedné strané rovnosti preusporadévat. Tedy skladani
zobrazeni neni komutativni!

To by byl tvod ke zobrazenim obecné, nyni se zaméfme na zobrazeni
v roviné. Mnozinou A, B i C v predchozich definicich bude nyni rovina.

V roviné umime mérit vzdalenosti, takze mizeme mezi zobrazenimi urcit
dalsi dvé skupiny:

Definice 4. Zobrazeni f nazveme shodnym, pokud pro kaZdé dva body X,
Y v roviné plati |f(X)f(Y)| = |XY]|.

7 ptredchozi definice je tedy patrné, Ze shodné zobrazeni zachovava délky
tsecek.

Definice 5. Zobrazeni f nazveme podobnym s koeficientem podobnosti k,
pokud pro kazdé dva body X, Y v roviné plati |f(X)f(Y)| =k - |XY].

Shodna i podobna zobrazeni muzeme rozdélit na piima a nepiima podle
toho, jestli zachovavaji orientaci, nebo ne. Pokud je trojuhelnik ABC popsan
obvyklym zpusobem (proti sméru chodu hodinovych rucicek), jeho obraz
A’'B’C" bude v piimé podobnosti popsan také proti sméru chodu hodinovych
rucic¢ek, v nepfimé podobnosti bude popsan naopak.

Mezi piimé shodnosti patii oto¢eni (jehoZ zvlastnim piipadem je stiedova
soumérnost) a posunuti. Nepfimym zobrazenim je napiiklad osova soumér-
nost.

Otoceni okolo bodu A o tihel a znac¢ime R4, (protoze se pro néj pouziva
i pojem rotace). Posunuti o vektor ¢ znac¢ime Ty (ze slova translace). Osovou
soumeérnost podle osy o znacime O,.

Pfimé podobnost je naptiklad stejnolehlost s kladnym koeficientem.

Definice 6. Stejnolehlost se stiedem A a koeficientem k € R — {0} je zob-
razend, které prifadi bodu X bod Y takovy, Ze |AY| = |k| - |AX|, a plati, Ze
pokud k > 0, pak bod Y lezi na polopFimce AX a pokud k < 0, lezZi Y na
poloprimce k AX opacné. Tuto stejnolehlost znacime H 4 .

Dalsim pfikladem podobného zobrazeni je spirdlni podobnost.

Definice 7. Spiralni podobnosti se stiedem S, koeficientem k a ihlem «
nazveme zobrazeni Hgj o Rs o = Rgqo 0 Hsy, (Spirding podobnost je sloZent
stejnolehlosti H a rotace R, pro kterou plati uvedend rovnost).

Véta 1. KaZdé primo shodné zobrazeni lze ziskat sloZenim dvou osovijch
soumeérnosti, kazdé nepiimo shodné zobrazeni je postupnym sloZenim tiech
osovych soumeérnosti.
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Naptiklad posunuti o vzdalenost d ve sméru piimky p ziskame jako slozeni
osovych soumérnosti podle rovnobézek ¢i, g2 kolmych na p, jejichz vzdéalenost
je d/2. Otoceni o uhel a kolem bodu P ziskdme slozenim osovych soumérnosti
podle pifmek p1, pa, které prochazi bodem P a sviraji thel 5. Z piedchozich
dvou tvrzeni plyne, Ze kazda p¥imé shodnost je bud otoeni nebo posunuti.

Véta 2. Necht X je pevné dany bod. Pak kaZdé primo podobné zobrazent lze
ziskat sloZenim spirdlni podobnosti se stiedem X a vhodného posunuti.

Zavérem uvedeme pifklad jednoho zobrazeni, které neni podobné, ale
presto mé zajimavé vlastnosti. Tim zobrazenim je kruhové inverze (nazorny
obrézek dole).

Definice 8. Necht je ddna kruznice k(S,r). Kruhova inverze podle kruznice
k priradi bodu X bod Y na polopiimee SX takovyj, Ze |SX| - |SY| = r2.

Snadno nahlédneme, Ze body kruznice k se zobrazi samy na sebe, body
lezici vné kruznice k se zobrazi do jeji vnitini oblasti a body uvnitt & (kromé
bodu S, pro ktery neni jeho obraz definovan) se zobrazi ven. O néco t678i
je dokazat, ze kruznice, kterd neprochazi bodem S, se zobrazi na kruznici,
kruZnice, které prochazi bodem S se zobrazi na piimku a pifimka se zobrazi
na kruznici prochézejici bodem S. V pfipadé kruznice zobrazené na kruznici
ale neplati, Ze by se stfed jedné zobrazil na stfed druhé.

Vice se o kruhové inverzi muzete dozvédét z ucebniho textu prof. Josefa
Janysky: http://math.muni.cz/~ janyska/inv.ps.
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