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Pomocny text

TETROMINO

I kdyz tento pojem mozna slysite poprvé, s tim, co se za nim skryva, jste
se uz urcité setkali. Rozhodné pokud jste nékdy hrali tetris.

Definice 1. Tetrominem nazijvdme souvislou oblast pokrytou ctyrmi jednot-
kovymi ctverci, z nichZ kaZdy md stranu spolecnou alespor s jednim dalsim.
Jednotkovym ctvercim v tomto textu budeme Tikat bunky.

Pokud povazujeme dvé osové soumérna tetromina za shodné, mame pét
typu tetromin:

Prvnimu tetrominu fikdme liché, Ctvrtému ctvercové. éastéji se ovSem
setkate s oza¢enim pismennym. Tetromina se postupné nazyvaji S, I, T, O,
L. Pokud osové soumérnéa tetromina za shodna nepovazujeme, pak je téchto
typt sedm. K jiz zminénym piibudou Z (nékdy téz N) a J tetromina.

Krom tetromin existuji i dalsi podobné obrazce. Polyomino fadu n je
souvisla oblast slozena z n bunék, z nichz kazda mé spole¢nou stranu s ale-
spoil jednou dalsi. Polyominiim fadu 3 se ¥{ka triomina, polyomintim Fadu 5
pentomina, atd. Tetromino je tedy oznacen{ pro polyomino Fadu 4.

V souvislosti s tetrominy nejcastéji zkoumame, jakou oblast jimi miizeme
pokryt. Pokud dokazujeme, Ze oblast pokryt lze, staci takové pokryti nalézt.
Dokézat opak byva tézsi. Da se k tomu vyuzit cela fada metod, my se v tomto
textu zminime o t¥ech.

4.1 Metoda obarveni

Metoda obarven{ spoc¢ivad v tom, Ze si oblast, kterou mame pokryt, Si-
kovné obarvime a pak pocitame, kolik bunék které barvy pokryji jednotliva
tetromina, a snazime se dojit ke sporu. Nejlepsi bude, kdyz to ukdzeme na
prikladu:

Uloha 4.1. Pro kterd m,n lze obdélnik o m x n busikdch pokryt tetrominy
1x47?
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Reseni. Pokud je m délitelné ¢tyimi, obdélnik rozdélime na pasy 4 x n,
z nichz kazdy lze zfejmé pokryt n tetrominy umisténymi vedle sebe. Stejné
tak pokud 4|n.

Nyni ukazme, Ze pokud 4 nedéli m ani n, neni mozné obdélnik pokryt. Pro
spor predpokladejme, Ze to lze. Plocha obdélnika musi byt délitelna ¢tyimi,
takze pokud neni m ani n délitelné ¢tyrmi, musi byt obé tato ¢isla délitelna
dvéma. Obdélnik rozdélime na Ctverce 2 x 2 a ty obarvime jako Sachovnici.

Je tedy patrné, ze kazdé tetromino pokryje dvé bilé a dvé Cerné buinky.
Kdyz pokryjeme celou plochu, musi byt pokryto stejné bilych jako ¢ernych
bunék. Pocet ¢ernych ¢tveric bunék musi byt stejny jako pocet bilych. Cel-
kovy pocet bunék je délitelny osmi, takze jedna strana obdélnika je délitelna
¢tyfmi, coz je spor s predpokladem.

v

jaké obdélniky lze pokryt pentominy 5 x 1, potifebovali bychom barev pét.

4.2 Metoda lokalniho usporadani

Tato metoda spociva v tom, Ze predpokladédme, Ze néjaky utvar jde za-
danymi tetrominy pokryt. Vybereme si néjaké misto, které lze pokryt jen
nékolika malo zpusoby a pro vSechny ukaZeme, Ze znemoznuji pokryti celého
obrazce. Ukadzeme si to na nésledujicim piikladu:

Uloha 4.2. Dokazte, e Zidny ctverec nelze pokrit lichymi tetrominy.

ReSeni. Jsou pouze dvé moznosti, jak pokryt levou horni rohovou buiiku,
ty jsou navic soumérné podle thlopiicky. Predpokladejme tedy BUNO, ze
je delsi hrana tetromina rovnobéZzné s vodorovnou stranou étverce. Bunku
v hornim fadku, ktera s timto tetrominem sousedi, je mozné pokryt jen jed-
nim zpusobem. Po pridani dalsitho tetromina zase dostaneme bunku, kterou
pokryjeme jen jednim zptisobem, atd. Po kone¢ném poctu krokt uz nemi-
zeme pridat dalsi tetromino a vidime, Ze prava horni rohova bunka ctverce
zustane nepokryta. Tim je dikaz hotov.

BRKOS Team 2008



XV. roénik BRKOS 2008/2009

4.3 Metoda dvou mést

Miuze nam pomoci tam, kde predchozi dvé selhavaji, ale prozradim vam,
7ze k TeSeni ¢tvrté série ji nebudete potfebovat. Nez se dostaneme k hlavni
myslence, budeme potfebovat dvé definice

Definice 2. Pocétem zaviti orientované kiivky k kolem bodu X, ktery na
ni nelezi, rozumime krozdil K — Z, kde K je pocet priseciki k s libovolné
zvolenou poloptimkou XY v kladném smyslu (proti smyslu chodu hodinovijch
rucicek) a Z pocet priseciki k s polopfimkou Y X wve smyslu zdporném (ve
smyslu chodu hodinovijch rucicek).

et ey b /
A\ \_

-1 +1 +2

Pokud ma k stejny pocet zavitt kolem v8ech bodt v jedné buiice, mizeme
tento pocet nazvat poctem zdviti k kolem butiky.

Definice 3. Orientovanym obsahem plochy sloZené z bunék ohranicené kiiv-
kou k rozumime soucet pocti zdviti k pres vSechny butiky této plochy.

Pro polyomino radu n je orientovany obsah vzdy roven n nebo —n podle
toho, jak jeho hranici orientujeme. Pro jiné oblasti takovyto vztah obecné
neplati, existuji oblasti o nulovém orientovaném obsahu, napiiklad ta na
obrazku:
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Nyni se jiz mizeme podivat, co znamena metoda dvou mést. Kazdé z nich
je tvoreno nekonec¢nou ¢tvercovou siti. Pfimky, které tuto sit tvofi, odpovi-
daji jednosmérnym ulicim. V prvnim mésté sméfuji v8echny ulice doprava a
nahoru, ve druhém pravidelné stiidaji sméry (viz obrazek).
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Kazdou oblast v prvnim mésté lze popsat pomoci symboli z+, x—, y+
a y—. Ty odpovidaji navigaci pro auto. Symbol z+ znamené jed vodorovné
prikdzanym smérem, symbol x— vodorovné couvej, analogicky instrukce pro
svisly smér.

Pokud dame tu samou sadu instrukci fidi¢ovi ve druhém mésté, ten také
ujede néjakou trasu, ale jinou nez ¥idi¢ v prvnim. Ameri¢an James Propp,
ktery metodu dvou mést v roce 1997 publikoval, prisel na nékolik zajimavych
skutecnosti:

e Pokud obejdeme v prvnim mésté po hranici utvaru, ktery lze vydlazdit
lichymi tetrominy a ¢tvercovymi tetrominy, pak obejdeme v druhém
mésté uzavienou kiivku.

e Pokud obejdeme v prvnim mésté hranici dtvaru, ktery lze vydlazdit
lichymi tetrominy, pak obejdeme v druhém mésté uzavienou kiivku
s orientovanym obsahem 0.

e Pokud obejdeme v prvnim mésté po hranici atvaru U , ktery lze vydlaz-
dit lichymi tetrominy a ¢tvercovymi tetrominy, pak obejdeme v dru-
hém meésté uzavienou kiivku, kterd mé invariantni orientovany obsah
vzhledem ke konkrétnimu dlazdéni atvaru U.

Diukazy téchto tvrzeni a spoustu dalsich péknych poznatku o polyomi-
nech a jejich zobecnénich pro trojuhelnikovou a Sestitthelnikovou sit najdete
v praci Evy Cernohorské na adrese http://evajs.wz.cz/soc.pdf.

Timto bych chtél za orgy Evé podékovat za obrazky a texty ze zminéné

~s vz

prace, které tvori vétsi ¢ast dnesniho povidani.
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