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Pomocny text

TEORIE CISEL

V tomto textu se budeme zabyvat FeSenim rovnic v oboru ¢isel celych (znacime Z)
a prirozenych (znac¢ime N). ProtoZe ne vSichni matematici maji na nulu stejny nazor,
vézte, ze v BRKOSu 0 € N.

Témér vSechny tlohy z teorie Cisel, s nimiz se setkate v korespondenénich seminaiich
a olympiddach, se daji fesit jednim ze dvou triku:

1. Vybereme vhodny modul a zjistime, jaké zbytky musi dévat ¢isla a vyrazy po
déleni timto modulem.

2. Rozlozime né&jaky vyraz na soudin a vyuzijeme jednoznacnosti rozkladu celych
¢isel na prvocisla.

Pro vyfeseni nasi tteti série by vam mohl stacit trik ¢. 2, ale my vam zkusime poradit,
jak pouzivat oba.

Zbytkové tridy

Zbytkova tfida vzhledem k n&jakému &islu m (tzv. modulu), je mnozina ¢isel, které
dévaji po déleni ¢islem m stejny zbytek. Kdyz dvé &isla a, b patii do stejné zbytkové
tfidy, fekneme o nich, ze jsou ,kongruentni modulo m*, a zapisujeme

a=b (modm).

Pokud mame dvé kongruence

b (mod m),
d (mod m),

a
C

miuzeme je sCitat, ndsobit a umochovat:

a+c=b+d (modm),
ac=bd (mod m),
a*=b" (modm) pro VneN.

Toto nam znac¢né usnadni zapisy tam, kde se néjak pracuje se zbytky nebo délitelnosti.
Prikladem vyuziti je naptiklad odvozeni pravidla délitelnosti deviti:
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Vime, ze 10 = 1 (mod 9), pak také plati 10™ = 1" (mod 9). Protoze 1" = 1, mtiZeme
psat
an 10"+ ap_1-10" '+ 4a;-10+ap=an-1+an_1-1+--+ag (mod 9).

Zajimavéjsim vyuzitim jsou tzv. kvadratické zbytky. Vime tfeba, Ze pro vSechna
a € Z plati bud a? = 0 (mod 4) (pro a suda), nebo a? =1 (mod 4) (pro a licha). Kdyz
nas pak nékdo nechéa hledat viechna c,d € Z, pro ktera ¢ 4+ d?> = 555, miiZzeme toto
uvazit (mod 4) a hned vidime, 7e kongruence ¢? +d? = 3 (mod 4) nem4 FeSent, protoze
oba s¢itance na levé strané jsou 1 nebo 0.

Rozklad na soucin

Pfi feSeni rovnic v celych ¢&islech pomitze, kdyz se ndm podaii dostat na jedné strané
rovnice sou¢in né&jakych vyrazi a na druhé strané bud ¢islo, nebo tifeba druhou moc-
ninu vyrazu. Vétsinou je potieba néco pricist, né¢im vynasobit, tézko dévat univerzalni
navod. Hodi se ale mit na paméti par vzorci na rozklady jako

a® —b® = (a —b)(a® + ab+ b?)
nebo méné znamy
at + 4b* = (a® — 2ab + 2b%)(a® + 2ab + 2b7).
Jak se daji rozklady vyuzit, ukdZeme na néasledujicich dvou piikladech.
Uloha 3.1. Zjistéte, pro kterd piirozend ¢isla x, y je vijraz % + % celé ¢islo.

ResSeni. Hodnotu vyrazu oznacime k, tedy % + % = k. Vynasobime rovnici xy a dosté-
vame

2c+2y = kxy
kxy — 2o — 2y 0
kKlzy — 2kx —2ky = 0
Koy — 2ke —2ky+4 = 4
(kx —2)(ky —2) = 4.

Protoze rozklad ¢isla 4 na prvodisla je jednoznaény, mame (kz—2) € {—1,-2,—4, 1,2, 4},
kx € {1,0,-2,3,4,6}, = € {1,2,3,4,6}. Cislo y ke kazdému x snadno dopocteme:
(z,y) € {(1,1),(2,1),(1,2),(2,2), (4,4), (3,6),(6,3)}.

Uloha 3.2. Najdéte vsechny nesoudélné trojice celyjch cisel a,b,c spliiujici rovnost

a® +b* =2
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Reseni. Kdyby byla obé ¢sla a, b licha, dévala by zadana rovnice 2 = ¢® (mod 4), coz
nelze. Navic ¢sla a, b nemohou byt soucasné suda (kvili nesoudélnosti), proto je jedno
z nich sudé a jedno liché. Reknéme, Ze liché je a a pro b plati b = 2¢. Pak ze zadané

rovnosti
42 = = —a?=(c—a)(c+a),
2 c—a cta
2 2
Zlomky C+—a i 5%y rovnosti jsou celé ¢isla, protoze a i ¢ jsou licha. Kdyby néjaké
prvocislo p dehlo C*—a i 52 délilo by i jejich soucet a jejich rozdil, tedy c i a, coz je ale
spor se zadanou nesoudelnostl Cisla ¢ St a C+a jsou proto nesoudélna.

Nyni prijde jedna z Castych aplikaci Jednoznacnostl rozkladu na sou¢in prvocisel:
na levé strané rovnosti je b2, tedy &islo, které ma u viech prvoéisel ve svém rozkladu
sudy exponent. Stejnou vlastnost musi mit i rozklad pravé strany. ProtoZe ale rozklady
zévorek 5% a C+a obsahuji kazdy jiné prvocisla, musi mit kazda z téchto zavorek u vSech
prvocisel sudé exponenty a byt proto ¢tvercem. Existuji tedy cela ¢isla u, v takova, Ze

c—a
;=
c+a 2
=0,
2
7Z rovnosti t? = 5. C+“ a predchozich vztahi pak plyne
t = uv,
b = 2uw,
a=v?—u’

c:u2+v2.

Za u, v je t¥eba dosadit nesoudélné ¢&isla, z nichz pravé jedno je sudé (aby byla
dodrzena nesoudélnost a, b a ¢). Tim pokryjeme vSechny trojice odpovidajici zadani,
v nichz b je sudé. Ostatni trojice pokryjeme tak, Ze prohodime vzorce pro a a b.

Nyni se ndm podafilo pomoci parametri u, v popsat vSechny trojice vyhovujici
zadani.
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