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Pomocný text

Posloupnosti

Kdyº se mluví o posloupnostech na vysoko²kolské úrovni, pouºívají se pojmy
jako kartézský sou£in, binární relace nebo zobrazení. Nám ale bude sta£it pohled na
posloupnost jako na spoustu (obvykle nekone£n¥ mnoho) £ísel, která jsou zapsaná
v n¥jakém po°adí. Podle tohoto po°adí p°i°adíme £ísl·m indexy � i-tý prvek v po-
sloupnosti budeme zna£it ai (první prvek posloupnosti je tedy a1, i kdyº mnohá
literatura za£íná posloupnost prvkem a0.)

Abychom si usnadnili dorozumívání, zavedeme si n¥kolik pojm·:

Rostoucí posloupnost je taková, ºe pro v²echna p°irozená i platí ai < ai+1.
(Nap°íklad {i}∞i=1 = 1, 2, 3, 4, 5, 6 . . . )

Nerostoucí posloupnost je taková, ºe pro v²echna p°irozená i platí ai ≥ ai+1.
(Nap°íklad 1, 1, 1

2 , 1
2 , 1

3 , 1
3 . . . )

Klesající posloupnost je taková, ºe pro v²echna p°irozená i platí ai > ai+1.
(Nap°íklad {1

i }
∞
i=1 = 1, 1

2 , 1
3 , 1

4 . . . )

Neklesající posloupnost je taková, ºe pro v²echna p°irozená i platí ai ≤ ai+1.
(Nap°íklad 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, . . . )

Monotónní posloupnost je neklesající nebo nerostoucí.

Ryze monotónní posloupnost je klesající nebo rostoucí.

Konstantní posloupnost je neklesající a nerostoucí.

Podposloupnost posloupnosti a1, a2, . . . je libovolná posloupnost ai1 , ai2 , . . ., kde
i1 < i2 < . . . jsou p°irozená £ísla, která ale nemusí být po sob¥ jdoucí.

Aritmetická posloupnost

spl¬uje rovnost
ai = ki + t,

kde k, t jsou reálná £ísla, £íslu k °íkáme diference. Lze ji také de�novat tak, ºe rozdíl
dvou po sob¥ jdoucích prvk· posloupnosti je vºdy roven k, nebo tak, ºe kaºdý prvek
krom¥ prvního je aritmetickým pr·m¥rem p°edcházejícího a následujícího.

U posloupností nás £asto zajímá sou£et prvních n prvk·. Na to, jak jej spo£ítat
pro aritmetickou posloupnost p°i²el jistý pan Gauss, v té dob¥ jako dít¥. Ukaºme si
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jeho metodu nejprve pro posloupnost p°irozených £ísel. Napi²me si prvních n £ísel
dvakrát pod sebe takto:

1 2 3 4 5 . . . n
n n− 1 n− 2 . . . 3 2 1

Zjistíme, ºe v kaºdém sloupci je sou£et n + 1. A protoºe je sloupc· n, dostáváme
sou£et n · (n + 1). Kaºdé £íslo jsme v²ak zapo£ítali dvakrát, proto je hledaný sou£et
prvních n p°irozených £ísel sn = n·(n+1)

2 .
Pokusme se nyní na²e úvahy zobecnit. Uvaºme libovolnou aritmetickou posloup-

nost a pokusme se odvodit vzorec pro prvních n £len·. Napi²me si tyto £leny op¥t
pod sebe:

k + t 2k + t . . . nk + t
nk + t (n− 1)k + t . . . k + t

Op¥t vidíme, ºe sou£et v kaºdém sloupci je nk + k + 2t. Slupc· je celkem n a
op¥t jsme kaºdý £len zapo£ítali dvakrát, proto je výsledny vzorec sn = n·(nk+k+2t)

2 .
Aritmetická posloupnost je vºdy monotónní � pro k > 0 rostoucí, pro k < 0

klesající, pro k = 0 konstantní.
P°íkladem aritmetické posloupnosti je posloupnost {2i}∞i=1 = 2, 4, 6, 8, 10 . . . . Její

diference je k = 2.

Geometrická posloupnost

se vyzna£uje tím, ºe pro její i-tý prvek platí

ai = kqi,

kde k, q jsou reálná £ísla, £íslu q °íkáme kvocient. Lze ji také de�novat tak, ºe podíl
dvou po sob¥ jdoucích prvk· posloupnosti je vºdy roven q, nebo tak, ºe kaºdý prvek
krom¥ prvního je geometickým pr·m¥rem p°edcházejícího a následujícího. Pro q > 1
je tato posloupnost rostoucí, pro 0 < q < 1 klesající, pro q = 1 konstantní.

Místo abychom n¥komu vnucovali vzorec pro sou£et prvních n prvk· geometrické
posloupnosti, ukáºeme si, jak se prvky takové posloupnosti s£ítají. Na jednom °ádku
si vyjád°íme sou£et S prvních n s£ítanc·, na druhém jeho q-násobek:

sn = kq1 + kq2 + kq3 + · · ·+ kqn−1 + kqn,

qsn = kq2 + kq3 + · · ·+ kqn−1 + kqn + kqn+1.

Od druhé rovnice první ode£teme. V²imn¥me si, ºe v²echny s£ítance krom¥ prvního
z první rovnice a druhého z druhé rovnice nám vypadnou, zbude

(q − 1)sn = qn+1 − 1.
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Odtud si sn £tená° snadno vy£íslí. S tímto sou£tem se po£ítá t°eba tehdy, kdyº chcete
v¥d¥t, kolik pen¥z budete mít na ú£tu za deset let p°i m¥sí£ním vkladu tisíc korun.
Pak q odpovídá úroku, k vkladu a n po£tu vklad·. Pokud platí, ºe −1 < q < 1,
lze stejným trikem se£íst v²echny prvky nekone£né geometrické posloupnosti. To je
p°ípad housenky, která první den uleze p·l metru, druhý den £trt, dal²í den osminu,
... a po nekone£n¥ dlouhé dob¥ se dostane do vzdálenosti metr od místa, ze kterého
vy²la.

Pokud je ale q ≥ 1, tento sou£et ute£e do nekone£na, pro q ≤ −1 osciluje.
P°íkladem geometrické poslounosti je { 1

2i }∞i=1. Kvocientem této posloupnosti je q = 1
2 .

Fibonacciho posloupnost

je de�nována tak, ºe a1 = a2 = 1 a ai+2 = ai+1 + ai pro v²echna p°irozená £ísla
i. Platí pro ni desítky zajímavých vztah·, popisuje chování n¥kterých jev· v p°írod¥
a je úzce spjata s tzv. zlatým °ezem.

Na záv¥r n¥co pro hloubavé a zvídavé studenty, kte°í uº mají posloupnosti trochu
vºité.

S£ítání a diferencování

S£ítání prvních n prvk· a diferencování (po£ítání rozdílu mezi n-tým a n−1-tým
prvkem) jsou operace, které jsou v·£i sob¥ opa£né (t¥m zvídavým prozradíme, ºe
mají blízko k integrování a derivování). �ekn¥me, ºe máme mnoho£len

P (x) = bkx
k + bk−1x

k−1 + ... + b0

a posloupnost ai = P (i). Pak sou£et prvk· prvních n £len· této posloupnosti v zá-
vislosti na n je mnoho£len stupn¥ k + 1 (x se v n¥m vyskytuje v k + 1-té mocnin¥),
zatímco an − an−1 je mnoho£len stupn¥ k − 1.
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