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XXXIII. ro¢nik BRKOS 2026/2027

DUKAZOVY GULAS

TERMIN ODESLANT: 26. 10. 2026

Pokud odesilas své prvni feseni, nezapomern se prosim pfed jeho odeslanim zaregis-
trovat na nasich webovych strankach.

Soudasti 1. série je studijni text, ktery ti miize pomoci pfi feseni aloh 1.1. - 1.4. Pfed
fesenim téchto uloh vyrazné doporucujeme si text projit.

ULOHA 1.1 - RACIONALN{ OTAZKA
Dokazte, Ze neexistuje kone¢né mnoho racionalnich cisel x1,x,,...,x, takovych, Ze libo-
volné racionalni ¢islo g jde napsat ve tvaru

a1xX] +axy; +---+a,xy,,

kde ay,...,a, jsou prirozena cisla.

ULOHA 1.2 - DVOJTROJUHELNIK

Méjme trojuhelnik ABC a sestrojme mu osy uhla. Dale kazdym vrcholem A, B, C vedme
kolmici na pfislusnou osu. Dokazte, ze kazda z os thlt prochazi prisecikem dvou se-
strojenych kolmic.

ULOHA 1.3 - CIFERNY PODSOUCIN

O (cislu n fekneme, Ze jde o ciferny podsoucin ¢isla x; x; ... xg, pokud jde o soucin nékolika
jeho cifer, nejméné jedné a nejvyse vSech. Napft. pro ¢islo 743 jsou vsechny jeho ciferné
podsouciny 84 (ciferny soucin 743), 28 (c.s. 74), 21 (73),12(43),7 (7), 4 (4), 3 (3). Dokazte,
zZe libovolné ¢islo je vétsi nebo rovno souctu vsech jeho cifernych podsoucinti a urcete,
kdy nastava rovnost.

ULOHA 1.4 - VYHYBAVA VLASTNOST
Dva hraci hraji hru. Na tabuli je 2027 vrcholt, hrac 1 v kazdém kroku vybere dva vrcholy
ahrac 2 urdj, jestli jsou spojeny hranou, a zaznaci to na tabuli. Takto hra pokracuje, dokud
hra¢ 1 neni schopen rozhodnout, zda graf na konci bude obsahovat vrchol, ze kterého
vedou alespon dvé hrany. Pokud se mu to povede, aniz by se zeptal na vSechny hrany,
vyhrava. Jinak vyhrava hrac 2. Ktery z hra¢t ma vitéznou strategii?

(To znamena, Ze hrac 2 si vzhled grafu vymysli za pochodu tak, aby hrace 1 co nejvice
zdrzel. Nema na zacatku rozmyslené, jak graf vypada.)

ULOHA 1.A - PRAVIDELNY SESTISTEN

Mame krychli ABCDEFGH, ve které bod X je jeji stted (priusecik télesovych ahlopficek).
Okolim bodu K nazveme mnozinu bodd uvnitf krychle, které maji od bodu K mensi
vzdalenost nez od ostatnich definovanych boda. Urcete pomér objemt okoli bodu A ku
okoli bodu X.
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ULOHA 1.B - POHLAVNI NEPRITEL

Méjme skupinu o n > 4 lidech. Kazdy ¢lovék ma pravé tfi ahlavni nepratele, pficemz ne-
pratelstvi je vzajemny vztah (jestlize Devy je thlavni nepfitel Tondy, tak Tonda je thlavni
neptitel Devyho). Cilem je rozdélit tuto mnozinu na dvé skupiny. Clovék je nespokojeny,
pokud je ve skupiné s vice nez jednim thlavnim nepfitelem. Dokazte, Ze 1ze tuto skupinu
lidi rozdélit na dvé skupiny tak, zZe nikdo neni nespokojeny.

ULOHA 1.C - PRASATKA
Ve ctvercové siti n x n mizZeme vybarvit libovolny pocet ¢tverecka tak, aby nikdy nebyl
vybarven cely ¢tverec 2 x 2. Poté se v kazdém kroku stanou 4 véci v tomto poradi:

1. V kazdém sloupci zmizi nejspodnéjsi vybarveny ¢tverecek.
2. V kazdém radku zmizi vybarveny ctverecek nejvice vpravo.
3. V kazdém sloupci zmizi vybarveny ctverecek nejvice nahofte.
4. V kazdém radku zmizi vybarveny c¢tverecek nejvice vlevo.

Urcete, pro jaka n € N plati, ze libovolny vybarveny atvar zmizi po dvou krocich.

ULOHA 1.D - IDEMPOTENT NEBO IMPOTENT?
Necht n € N. Urcete pocet ¢&isel x v intervalu [0,7 — 1] spliiujicich x? = x (mod #).

Sva feSeni uploadujte na nasich strankach:
https://brkos.math.muni.cz/
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