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ZADANT 3. SERIE

TEORIE GRAFU

TERMIN ODESLANI: 29. 1. 2024

Text psany kurzivou neni soucasti aloh. Pokud odesilas své prvni feSeni, nezapomen
se prosim pfed jeho odeslanim zaregistrovat na nasich webovych strankach.

Soudasti 3. série je studijni text, ktery ti miize pomoci p¥i feseni uloh 3.1. - 3.4. Pfed
fesenim téchto uloh vyrazné doporucujeme si text projit.

,Vas hrdinsky skutek ziistane bez povsimnuti,” usmadl se pan Rida, teditel Matematické
skoly diikazil a vypoctii v Brkosovicich. Oba hochy propustil mdvnutim ruky a vrdtil se k roze-
¢tenému astrofyzikdalnimu sborniku Hrom!, jejich nepodstatnymi zdleZitostmi ho totiz vyrusili
zrovna uprostied rubriky Hvézdy a jejich osudy, kde se odvijel napinavy pfibéh hvézdy Tay-
lor Shift (podle které se samoziejmé jmenuje Tayloriiv polynom) a jejim zapticenim rozpadu
hvézdy 1D (jedna z hvézd v konjugdtu chvili obihala kolem Taylor Shift, postupné se ale od
této trasy odklonila a nakonec se vydala na sélovou obéznou drahu). Podrobnéjsi vyzkumy
hvézdy Taylor Shift dovedly védce i k objeveni jejich exoplanetek, mezi nimiz naptiklad Tom
Riddle-me-this-ton, jedna exoplanetka z trojice Joe Brotha’, Harry’s Kelvin nebo zvléeld planeta
sdilejici jméno piivodni hvézdy -Taylor Jacob.

ULoHA 3.1. Necht G je souvisly graf s 2023 vrcholy. Vime, Ze ma alespor jeden bod
artikulace a kazdy vrchol kromé tohoto bodu ma stupen 2. Urcete maximalni pocet hran
grafu G.

Pred feditelnou ¢ekala na dvojici odvdznych hochii Finta, se starostlivym vyrazem v obli-
ceji. ,,Co teda budete délat?*

»No, piijdeme se utkat se zapordky!“ odvétil s enthusiasmem Kouma a Stouchnul svého k
smrti bledého kamardda.

,Jste tak state¢ni. Stastnou cestu!“ poptdla jim Finta a radostnym krokem odskdkala pryc.

Nouma se vzchopil na tisklebek. ,Jako by byla rdda, Ze se nds zbavi, nemyslis?“

»Abychom se radéji vydali na cestu.”

Nouma vytdhl z kapsy provizorni mapu cesty pana Ridi, spésné naértnotou riiZovou fixou
na ubrousek od obéda.

»Mdm pocit, ze fikal abychom se vydali skrz tady ty dva Vrcholy Konstantnich funkci, pres
feku Derivovanych dusich, kolem nemocnice I’'Hospital, pies most Nesplnénych podminek a
pak kolem...,“ polknul vydésené Nouma.

ULOHA 3.2. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje souvisly graf G, ktery obsahuje:
a) prave dva body artikulace, pravé tfi mosty a pravé jednu kruznici,
b) pravé tfi body artikulace, pravé dva mosty a pravé jednu kruznici.

A tak se nasi dva hrdinové vydali na cestu. Tézko fici, jestli by byli rddi, Ze je nazyvame
hrdiny, obecné by ale viibec nebyli nadseni, kdyby zjistili, Ze si o nich vyprdvime. PovaZujme
proto predchozi polemiku za nepodstatnou a smluvme, Ze jim o tom nikdy nefekneme. Nasi
hrdinové sli taktikajic dnem i noci, aniz by spoc¢inuli. Cesta byla sice ndrocnd, nastésti ale
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Nouma zabalil na cestu spoustu jidla, a tak plnil jejich Zaludky vybornymi sendviti. Kouma
zase plnil jejich myslenky zaludnymi tilohami.

ULOHA 3.3. Rozhodnéte, zda existuje 4-souvisly graf G, jehoz hranové chromatickeé ¢islo
je 3.

Dorazili takhle k vesnici Ceské Brkosovice. Toto misto nebylo vlastné ani natolik malé, aby
bylo nazyvino vesnici, protoZe ale Kouma s Noumou vyriistali v mésté zvaném Brnko, museli
pak o vsech mensich méstech tvrdit, Ze jsou to vesnice.

»Tady mapa fikd, ze tu bude néjaky hdcek,“ konstatoval Nouma a v tu rdnu se z nebe sneslo
stvoreni, skutecné désuplné. Hlava byla jednoznacné lvi, prozrazovala ji velkd bohatd hiiva a
ostré tesaky. Télo bylo (podle Koumy, ktery v biologii vZdy exceloval) také lvi, spodek téla ale
lidsky (podle Noumy Zensky, ten v biologii sice nikdy neexceloval, vZdy se ale vyznal ve tvaru
Zenskych Iytek).

Kouma strachy vykulil o¢i, Nouma na druhou stranu ale vyprsknul smichy. ,To md byt
jako Sfinga, jo?*

Kouma se taky pokusil zleh¢it situaci. ,Spis Ngasfi!“

»To byl ten nejhloupéjsi vtip, ktery jsem kdy slysela*, zatvala lvi hlava a vSechna slova se
Koumovi a Noumovi pteloZila v titulkdch. Oba dva se spésné prestali smdt a vyslechli si pravi-
dla Sfingy. Museli odpovédét na zdludnou otdzku, jinak by jim Sfinga utrhla hlavy, shodila je
ze srazu do mote (mistniho rybnicku) atd. atd.

»Kolem ohné stoji indiani a kovbojové, necht indidn = 1, kovboj = o, a opékaji marsme-
louny...“

»Jsou ty marsmelouny podstatné?“

»Ticho! Jak jsem tikala, stoji kolem ohné a opékaji marsmelouny...”

ULOHA 3.4. Kolem ohné stoji dokola indidni a kovbojové. Dokazte, Ze pro kazdé k > 1
existuje posloupnost 2€-1 kovbojt a 257! indian, tedy celkem posloupnost délky 2 tak,
Ze v ni zadné dvé k-tice po sobé jdoucich postav nejsou stejné. ProtoZe stoji v kruhu, sa-
moziejmé prvni a posledni ¢len posloupnosti spolu sousedi. Na obrazku vidime feSeni
prok = 2ak = 3. Naptriklad na druhém obrazku mame postupné k-tice: II11,1I1K,IKI,KIK,
IKK,KKK,KKI,KII. Coz jsou vSsechny mozné rtizné trojice slozené z kovbojti a indiant.

(Napovéda: Zkuste na feseni pouzit Eulerovsky tah vhodnym grafem, ktery bude re-
prezentovat nas problém)

I K
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Ke Koumovu prekvapeni provedl cely korektni ditkaz Nouma. ,No, vidis, Ze ti konetné ty
moje matematické rozcvicky k nécemu byly!“ Nouma po ném stielil pohledem, ktery by osobni
titulky Sfingy prelozily jako ,radsi ml¢“.

Ceské Brkosovice leZely na samém okraji Svéta. Lidé tomu tehdy zalali ¥ikat Svét, protoZe
nic vétsiho neznali. Ndsledné se ale ukdazalo, Ze existuje jesté Antisvét, Nadsvét, Podsvét, Me-
zisvét a Slovensko. Objevovani sirsiho svéta bylo v davnych dobdch témér nemofiﬂgb lprl?it;qzve
vSech sest zemi bylo propojenych pouze temnotou, tizemim nikoho, takzvanou Nicotou'™ .

ULOHA 3.A. Ivléj}ﬁfizég:%lg}}lku 3 x 9 tvorenou ctverci, kde prostfedni 3 ¢tverce 2. fadku
jsou pohlcena Nicotou'™ (neexistuji). Uréete a dokazte, kolika zptisoby mtizeme vyplnit
vSechna zbyvajici pole tabulky, jestlize mame k dispozici 1 tetromino 1 x 4 a libovolny
pocet ostatnich tetromin. Tetromina mizZeme libovolné otacet i zrcadlové prevracet.

»No dobte, a co budeme délat ted?* zeptal se logicky Kouma. Oba dva jenom zirali na
svijejici se temntou.

,No, tak tieba je tu nékde néjakej most,“ ¥ekl Nouma.

Propast slehala pdsky temnoty, ze kterych se zhmotnila postava v dlouhé cerné kutné.
Kouma s Noumou se na sebe zoufale podivali a zeptali se postavy na jméno.

»Jsem prevoznik,“ zaseptala postava, ale jeji hlas znél jako dusot kopyt, ,,jmenuji se Gavriel
Garcia José Arcadio Aureliano Remedios de la Buendia a jsem prevoznik.*

,Nebyl Gavriel Garcia José Arcadio Aureliano Remedios néjakej spisovatel?“ $pitnul Nouma.

»Ne, ty hlupdaku! To byl Krystof Globusus. Tohle jelgz%%firﬁarcia José Arcadio Aureliano
Remedios de la Buendia, objevitel, prvni piekro¢itel Nicoty'™.“

»Libite se mi, panové. Navic uz jste splnili proni zimyelh; i7i itloh, a to vyslovit spravné
moje jméno. Splnite-li dalsi dvé iilohy, dostanu vds pres Nicotu'™,“ zahimél Gavriel Garcia
José Arcadio Aureliano Remedios de la Buendia.

,Néjakej most tu ndhodou neni, co?“ vyzkousel Nouma.

,Ne,“ zakoulel o¢ima prevoznik, Gavriel Garcia José Arcadio Aureliano Remedios de la
Buendia, ,k prekonani budete pottebovat plavidlo. Ale ne jen tak ledajaké plavidlo!“

»,Samoziejmé, zZe ne jen tak ledajaké plavidlo!” vzdychnul Kouma, ktery uz zacinal mit dost
vsech carodéjnych teatrdlnich vystupii. Gavriel Garcia José Arcadio Aureliano Remedios de la
Buendia ale po ném jenom strelil pohledem a pokracoval. , Vasim plavidlem bude konvexni
mmnohotihelnik!“

ULoHA 3.B. Urcete, pro které konvexni mnohotuhelniky @ plati, Ze existuje kruznice k jim
vepsana takova, zZe se dotyka @ pravé ve stfedech vsech stran.

Vyroba konvexniho mnohotihelniku byla i na Noumovu velkou fantazii trochu moc, ne-
fekl ale ani slovo, aby prevoznika s nevyslovitelnym jménem nenastval jesté vic. Druhou 1ilohu
splnili rychle a hladce. Stdli tedy pred tietim tikolem, nejtéZsim, podle slov prevoznika s nevy-
slovitelny jménem.

Prevoznik Gavriel Garcia José Arcadio Aureliano Remedios de la Buendia mdchnul rukou
a v ni se mu objevil zdobeny niiz.

,Noumo,“ vyslovil opatrné a podal mu zdobeny niiz. Ten byl v Noumovych rukdch tézky,
ne ale hmotnosti, Noumovu ruku trdpila tiha vsech &inii tohoto zdobeného noZe. S opatrnosti
otocil niiZz na druhou stranou a precetl ndpis: ,,Co jako jedno spojeno jest, vedvi rozpitlim zas“.

Nouma leknutim niiz opustil. Pohlédl pruné na svého nejmiléjsiho kamardda a pak tdzavym
pohledem zpadtky na prevoznika. Prevoznik se zastfenyma ofima pfikyvl. ,Vy jste vyvoleny,“
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zadunélo nad propasti.

Nouma roztfesenou rukou zvedl niiz ze zemé a olisitl ¢epel od hliny. ,Koumo, vis...“

V Koumovych o¢ich se tipitily slzy. Pochopil. ,,Noumo, vydechl.

To uz i v Noumovych o¢ich se zracily slzy. Védél, co se musi stit a Kouma, ach Kouma, to
musel védét taky.

,Prosim, odpust mi to!“

Kouma zavrel o¢i a natahl pred sebe ruku se svou oblibenou kostkou.

ULoHA 3.c. Nouma si vzal krychli a naz. Krychli rozfizl na dvé ¢asti rovinnym fezem.
Poté spocital pocet vrcholl obou ¢asti, které mu vznikly, a tato cisla secetl. Jaké nejvétsi
Cislo takto mohl ziskat? Dokazte, Ze je nejvétsi.

Kouma uptené hypnotizoval dvé casti krychle, které ted lezely na jeho dlanich. Uz nikdy
to nebude jako ptedtim, byly jako jedno a ted jsou od sebe navidy oddélené. Prevoznik, véda
vdznosti situace jim jen mlcky pomohl nastoupit naprovizerni mnohotihelnikové plavidlo.

,Co jsi musel zaplatit ty, aby ses dostal pres Nicotu'™,“ prerusil jako prvni ticho Kouma.
Gavriel Garcia José Arcadio Aureliano Remedios de’ld Buendia se zahledél na neklidnou hla-
dinu temnoty. , Tu nejvyssi cenu.”

Nikdo pak uz nemél ndladu na povidani. Na druhé strané propasti je prevoznik Gavriel
Garcia José Arcadio Aureliano Remedios de la Buendia vysadil. Nouma mu podékoval a nabidl
mu néjaky sendvic¢ s turidkovou omackou, aby mu tak ukrutné nekrucelo v brise.

,Chcete 1ilohu na cestu?“ zeptal se jich prevoznik Gavriel Garcia José Arcadio Aureliano
Remedios de la Buendia s plnou pusou sendvice.

Koumu to, zddlo se, trochu povzbudilo a prikyvl.

ULoHA 3.0. Naleznéte vSechny spojité funkce f : R — R s vlastnosti f (% + %) = ﬁ + ﬁ
pro vSechna nenulova realna a4, b. Napovéda: Nepracujte s definici spojité funkce. Pouzijte
nasledujici pojmy:

* Hustad podmnozina realnych ¢isel H C R ma tu vlastnost, Ze pro libovolné realné
¢islo a € R existuje ¢islo z husté podmnoziny b € H libovolné blizko k a (pfesnéji pro
libovolné a € R a € > 0 existuje b € H tak, ze |a — b| < €). Priklad husté podmnoziny
v R jsou napfiklad racionalni ¢isla Q, jelikoz pro libovolné realné ¢islo mazeme
sestrojit posloupnost racionalnich ¢isel, ktera se k nému pfiblizuji libovolné blizko.
Dalsi priklad husté podmnoziny v R jsou tzv. dyadicka racionalni ¢isla. Jsou to
raciondlni ¢isla, ktera se daji zapsat ve tvaru »; pro a € Z, m € Ny. Ve svych feSenich
nemusite dokazovat, Ze tyto mnoziny jsou husté v R.

* Mame-li zadané funk¢ni hodnoty na husté podmnoziné v R, pak existuje nejvyse
jedna spojita funkce jimi prochazejici. Hodnoty na husté podmnoziné tedy jedno-
znac¢né zadavaji spojitou funkci. Jinak feceno, pro spojité funkce plati, ze konverguje-
li posloupnost bodt na realné ose k x, pak konverguje posloupnost obrazt k f(x).

»Sbohem kluci.“

»Sbohem Gavrieli Garcia José Arcadio Aureliano Remedios de la Buendia.“

JJd vim, Ze té ta kostka mrzi,“ omlouval se Nouma a uvéznil svého kamardda v tésném
objeti.

BRKOS Team



XXX. ro¢nik BRKOS 2023/2024

»Té kostky je skoda,” tekl Kouma a ujistil se, Ze obé Cdsti kostky jsou stdle v jeho kapse,
»dohromady ji uz asi nedam. Myslim, Ze tu kostku jsi roztiznul na dva, ale my drzime jesté vic
pospolu. “

Sva feSeni uploadujte na nasich strankach:
https://brkos.math.muni.cz/
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