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Zadani 2. série

POLYNOMY

Termin odeslani: 13. 12. 2021

Text psany kurzivou neni soucasti iloh. Pokud odesila$ své prvni feSeni,
nezapomen se prosim pred jeho odeslanim zaregistrovat na nasich webovych
strankach http://brkos.math.muni.cz/.

Soucasti 2. série je také kratky studijni text, ktery ti miiZe pomoci pii feSeni
uloh 2.1. — 2.4.

Viazeni a mili priznivci matematiky, Spatného humoru a kulindrskiyjch zdzitki,

vitejte u druhého dilu neotielé kucharské show. Dnes se spolecné podivame na to, jak
piipravit michand vejce. Moznd si prdvé vikdte: ,Takovd jednoduchd véc, to prece umi udélat
i malé dité!” Nenechte se vSak ukolébat a neusnéte na vaviinech. Je to totiz kol tEZ57, neZ
se na prvni pohled miZe zddt.

Budete potrebovat nékolik ingredienci, predevsim (SPOILER ALFERT!) vejce. Bude se
vam hodit priblizné tolik kusi, kolik uplynulo let od narozent pdna, kvili kterému zacala zd-
padni spolecnost slavit Vdanoce. Bystiejsi z vds uZ asi tust, Ze toto ¢islo odpovidd aktudlnimu
letopoctu.

ULoHA 2.1. Naleznéte polynom f, pro ktery plati f(1) =1, f(2) = 2, £(3) = 3, f(4) = 2021.

Jesté nez se pustite do prdce, najdéte vSechny polynomy P s redlngmi koeficienty vyho-
vugici rovnici P3 — 2xP? + (4x — 1)P = 6x — 6.

ULoHA 2.2. Najdéte viechny polynomy P s realnymi koeficienty vyhovujici rovnici
P? —2:P? + (4 —1)P =62 — 6

(tj. polynomy, pro néz rovnice plati pro kazdé = € R). Spravnost svého fesSeni dokazte.

Pokrm, kteryj nemd nic spolecného s prvocisly, je jako polynom bez absolutniho clenu.
K 2021 pripravengm vejcim proto priddme libovolny prvociselnyj pocet cibuli, které nakrd-
Jime na drobné kousky.

ULoHA 2.3. Normovany polynom P(zx) s celoéiselnymi koeficienty spliiuje nasledujici
vlastnost: pro kazdé prvocislo p plati, Zze hodnota P(p) je opét prvocislo. Dokazte, Ze
pokud je P(0) délitelné pravé k prvoéisly, kde k je pfirozené ¢islo vétsi nez 1, méa polynom
P stupen alespoii k.

Bylo-li toho na vds moc, vareni si doporucujeme zprijemnit néjakou ostrejsi tekutinou.
Dejte si ovsem pozor, abyste se v disledku jistych chemickijch procesi ve vasi krvi ne-
stali rozvernéjsimi nez p-rozverné polynomy. Kulindisky zdzitek by totiZ nemusel dojit do
zddrného konce.

ULOHA 2.4. Oznaéme mnozinu viech polynomil v proménné z s celo¢iselnymi koeficienty
jako Z[z]. Necht p je prvoéislo, pro které neexistuje ¢ € Z takové, ze ¢> = —1 (mod p).
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Polynom f € Z[x] nazveme p-rozverny, jestlize lze napsat ve tvaru p-h(z)+(22+1)-k(z)
pro né&jaké polynomy h, k € Z[x]. Dokazte, Ze pokud je sou¢in dvou polynomi p-rozverny,
je alespon jeden z nich rovnéz p-rozverny.

Nachystdme si dalsi ingredience — mdaslo, sul, pepT, slaninu a ndhodny hezkij matema-
tickyj priklad. A protoZe matematika je obcas jednodussi nez vaieni, pustime se nejdiive do
on€ tlohy.

ULoHA 2.A. Mame Gtverec 2021 x 2021 policek a chceme ho néjak ozdobit. Rozhodli
jsme se, ze do néj postupné napiSeme vSechna ¢&isla od jednicky az dokud to pijde, a to
ve tvaru spirdly. Udélame to tim zplsobem, Ze za¢neme v horni fadé, na jejim konci se
stocime doli a tak dale.

Do kazdého policka se ale vejde jen jedna cifra, delsi ¢isla proto musime napsat do vice
poli¢ek (10 do dvou — do prvniho jednicku, do druhého nulu). Jakou cifru napiseme do
policka uprostied naseho ¢tverce s 2021 x 2021 policky?

Priklad takového ¢tverce pro 5 x 5 policek:

11234

113]1]4

Dostdvame se k dalsimu zdsadnimu kroku — k volbé panve. Ano, slysite dobie — i na
velikosti panve zdleZi. Samoziejmé by meéla mit nepfilnavy povrch, to je jasné. Na malé
panvicce navic vejce pro celou rodinu neumichdte (obzvldste kdyz jich mdte 2021), a naopak
— pokud zvolite pdnev zbytecne velkou, vejce se predcéasné vysusi a nebudou dobrd. Idedlni
je pdanev, které lze opsat peknou kruznici, naptiklad tuto:

UroHA 2.B. Uvazujme kruznici k a na ni tfi rizné body A, B, C. Ozna¢me kolmici na
AB v bodé A jako p a kolmici na BC' v bodé C jako q. Dokazte, Ze priisecik pfimek p a g
lezi na kruznici k.

Zatimco budete dokazovat, Ze prisecik primek p a q leZi na kruznici k, michejte vejce az
do chvile, kdy budou mit krémovou konzistenci. Zdklad je délat vejce velmi pomalu a neustdle
je michat — ne nadarmo se jmenuji michand! A zdleZi i na sméru a technice, vejce se
museji michat od kraji do stfedu, aby byla rovnomeérné propecend. NapiFiklad kucharsky
mistr Gordon Bramsay doporucuje pti michdni stridat po deseti vtefindch pozici na plotné
a mimo ni. Tvrdi, Ze tak uchovdme vldc¢nost vajec. Gordon Bramsay je mimo jiné vajecngm
magndtem v Brkolandii.

ULoHA 2.C. V tovarné Gordona Bramsayeho na michané vejce je 2021 kuchyni oéislo-
vanych 1 az 2021 a v8echny jsou zhasnuté. Zarovein ma tovarna 2021 roboti, ktefi jsou
téZ ocislovani 1 az 2021. Robot s ¢islem ¢ m4 za tkol v kazdé kuchyni s ¢islem délitelnym
i prepnout i-krat stav zarovky (ze zhaslé na rozsvicenou a zpét). Postupné posleme vSechny
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roboty 1 az 2021 po celé tovarné. Kolik kuchyni bude nakonec rozsvicenych?

Nyni jiz staci jen umistit vejce na vhodny taliv. Jak ale asi tusite, ani to nebude zcela
jednoduchym kolem. Vejce umistéte do tétivového ctyruhelniku vepsaného do k. Vyslednd
chut bude naprosto jedinecnd!

ULoHA 2.D. Je dana kruznice k s polomérem r. Urete maximalni obsah tétivového
¢tyriahelniku vepsaného do k v zévislosti na r.

Hotovyj pokrm dozdobime paZitkou ¢ jinou oblibenou bylinkou, popldcdme se po ramens,
jak jsme ndrocény ukol hezky zvlddli, zatlacime pripadné slzicky nad nepovedenym vijsledkem
a miZeme se pustit do jidla.

Dobrou chut!

Sva reSeni uploadujte na nasich strankach:
http://brkos.math.muni.cz/
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