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Mili Fegitelé,

Jsme radi, Ze jste se s ndmi vydali do dalsitho ro¢niku Brkosu. Kazdy spravny matematik
si rdd néco dokazuje, musi ale vzdy presné védét, jak na to. V druhé sérii vim proto
nabizime zajimavé problémy, na kterych se lze jisté diikazové metody naucit a vyzkouset
si je. Snazte se byt ve své argumentaci precizni a dejte si zélezet, at kazdy vas dikaz stoji
za to. V pomocném textu jisté naleznete nékteré metody, tipy nebo priklady, jak spravné
dokazovat. Pfipominam takeé, Ze letos zavadime novy (spravedlivéjsi) bodovy systém. Ulohy
uZ nejsou kazda za stejné bodu a pocita se vidy 6 nejlepsich, detaily si pfectéte na strankach
Brkosu. Tak Sup dokazovat! Hodné zdaru preji

Alca, Barca, Dominik, Minh, Linda, 2 x Martin,
Matéj, Matous, Ondra, 3 x Tom, Viki, Vitek a Vojta
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Zadani 2. série

DUKAZY

Termin odesléni: 10. 12. 2018

Text kurzivou neni soudasti uloh.

KAPITOLA II.: TEODOROVA UCHVATNA CESTA DO MINULOSTI

Desdtého ledna roku 1827 jsem zapocal sviy vyzkum na stroji casu. Bylo mrazivé rdno
a jd si prosté sedl ke stolu a rozhodl jsem se, Ze vyvrdtim celou fyziku a matematiku a vrdatim
se v case. Byl jsem pFipraven udélat cokoli, abych zvrdtil to, co se stalo pred dvéma roky.

UroHA 2.1. Klicové, pro mou cestu ¢asem bylo zjistit, zda plati Alexandrovského hy-
potéza. Mél jsem pred sebou fadu znamych tvrzeni o kterych jsem nevédél, jestli plati,
ale zjistil jsem o nich rtzné vztahy.

e Pokud neplati Bakovského domnénka, tak plati Coquinova domnénka.

e Pokud plati Dantova véta, tak plati Alexandrovského hypotéza nebo Velka Eliasova
véta.

e Pokud neplati Fisherova hypotéza a plati Bakovského domnénka, tak plati Giiblerova
domnénka.

e 7 platnosti Coquinovy domnénky plyne, Ze Velkd ElidSova véta neplati.

e Jestlize neplati Alexandrovského hypotéza a plati Giiblerova domnénka nebo Fisherova
hypotéza, tak plati i Coquinova domnénka.

e Dantova véta plati.

Kdyz jsem vyresil problematiku Alexandrovského hypotézy, dokdzal jsem konecné odvodit,
Ze cesta zpdtky casem by skutecné méla byt moznd. Sice jsem pordd nerozumeél tomu, jak
se realita zahoji poté, co zpusobim paradoz, ale tohle byla moje jedind Sance a jd ji odmital
promeskat. Dalsi tii mésice jsem skoro nespal ani nejedl a celou moji pracovnu pokrijvalo
mote vypoctd, ndkresti a chemickijch vzorciy. Musel jsem dokonce kontaktovat nékolik stu-
denti, aby mi pomohli vytesit problém, na kterém jsem byl uz skoro tyden zaseknuty:

UroHA 2.2. Necht p je prvocislo. Dokazte, ze pokud rovnice 2® — y3 = p ma pfirozena
feSeni z, y, pak existuje celé &islo k takové, ze p = 3k? + 3k 4+ 1. A naopak pokud takové
k existuje, pak rovnice 23 — y> = p ma pfirozené feseni.

Tento dikaz byl pro mé neuveritelnygm pokrokem. UZ jsem si neptipadal jako zoufalec,

ktery ztrdci kontakt s realitou, ale jako skutecnyj véedec, ktery stoji na pokraji nové epochy.
Veskeré vipocty jsem v lété roku 1827 dokoncil a zacal jsem konstruovat samotny stroj.
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UroHA 2.3. Védél jsem, 7ze portal do minulosti musi mit tvar &tyFahelniku ABCD.
Dale, Ze musi byt dana osa thlu o, u vrcholu A, osa thlu o, u vrcholu C, kolmice e k o,
prochazejici vrcholem C. Prusecik o, a e jsem nazval E. Taky je dana piimka f, ktera
je rovnobézna se stranou BC a prochézi bodem D. Priise¢ik e a f jsem nazval F'. Potfeboval
jsem dokéazat, Ze nasledujici t¥i tvrzeni jsou v ekvivalenci (pokud plati kterékoli z nich, tak
plati v8echny tii):

e Ctyfthelnik ABCD je tétivovy

e Ctyfthelntk ACED nebo AECD (podle toho, ktery je konvexni, uvazte obé varianty)
je tétivovy

) Ctyﬁ’lhelm’k AEFD je obecnéjsi piipad deltoidu (thel <DFFE je shodny s thlem
<EAD).

Tento cétyiihelnik jsem ndsledné nakreslil na zed a kolem néj zacal budovat stroj casu.
Misto papiri ted vSude na zemi leZela ozubend kola, rizné elektrické vybojky, ampule
s tekutiname rizngch barev a drdty. Mel jsem pocit, jako bych si ochranné briyle néko-
lik mésici wmibec nesundal. 10. prosince 1827 jsem poprvé zatdhl za velkou pdku a stroj
s obrovskym rachotem zacal pracovat. Nejdiiv z ného jen létaly jiskry a po kovovijch soucdstkdch
béhaly elektrické vyboje, ale po chvili se zacalo dit to, v co jsem skutecné doufal. Uvniti vyz-
naceného ctyrihelniku se zacala tapeta rozostiovat, jako bych mhoutil o a zdtila ¢im ddl
vic. Bdl jsem se, Ze mi prasknou usni bubinky, tak hlasity a nepiijemny zvuk stroj vydd-
val. A pak bylo ndhle dplné ticho. Takové ticho, Ze kdyz jsem zatleskal, nebylo slyset vibec
nic. étyhlhelm’k na zdi chvili vgmluvné zatil, ale pak celou mistnost zalilo svétlo a tlakovd
vina mé odhodila na opacnou stranu pokoje. Chvili jsem sbiral svij vyraZeny dech, ale jinak
bylo vse v normdlu. Vsechny zvuky ulice, nad kterou bydlim, se vrdtily a ¢ pokoj vypadal
neporusené. Jediné, co bylo nové, byl stroj opieny o zed a dira do nezndma, kterd zdrila
barvami, které jesté mikdy nikdo nevidél.

To byl ale stdle jen zacdtek. Zbyval jen rok casu a tak jsem nezahdlel a zacal testovat,
co se stane, kdyzZ do portdlu hodim rizné véci. Zjistil jsem, Ze vétsina z nich z né) okamZzité
vypadne zpdtky, ovsem s jinymi rozméry a hmotnosti, jako by casoprostor nechtél, abych
cokoli posilal zpét v case. Mésic jsem studoval tyto vztahy a snaZil jsem se zachytit tyto
deformace funkci.

ULOHA 2.4. Necht f je funkce dvou redlnych proménnych takova, ze f(1,1) = 2 a pro viechny
prirozena ¢isla m, n plati

{f(m—i— 1,n) = f(m,n) +2(m +n)
fm,n+1)= f(m,n) +2(m+n—1).

Ukazte, Ze plati
f(m,n) = (m+n)* = (m+mn) —2n+2.

Byl jsem frustrovany. Zddlo se, Ze stroj ktery jsem postavil nebyl vibec prichodem
do piného casu, ale tovdrnou na zvétsené nebo zmensené véci. Pravda je, Ze jsem si diky
tomu slusné vydéldval zvétsovdanim Sperki, ale nezbyvalo mnoho ¢asu a jd potteboval do min-
ulosti, ne byt miliondrem.

V ainoru 1828 jsem ve vzteku cely stroj rozkopal a zacal znova. Tentokrdt jsem vytvoril
dva kruhové portdly a zkousel jsem je ndsledné prolnout.
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UroHA 2.A. Nakreslil jsem dvé kruznice, které se protinaji. Aby nebyl portéal naklonény,
potfeboval jsem dokazat, Ze spojnice pruseciki je kolmé na spojnici stfedi.

Viygsledny portdl jsem dokoncil v srpnu. Meéril na vysku skoro dva metry a zatimco dva
kruhy zdrili stejnou barvou, jako maij stary portdl, tam kde se prekryvaly, byla naprostd tem-
nota. Véci, které jsem do temnoty hodil, se nevracely. To bylo dobré znamend. 10. 12. 1824,
moje destinace.

ULoHA 2.B. Na zed jsem nésledné napsal ¢isla od jedné do n v klasickém pofadi. Na dalsi
radek jsem je potom napsal v jiném poradi. Na tfet{ rddek jsem napsal rozdil dvou ¢isel
nad nim (vzdy prvni minus druhé). Stalo se pfesné to, co jsem ¢ekal. Soucet ¢isel na t¥etim
fadku byl vzdy 0. Ted jsem to jen potfeboval dokazat.

Z tohoto vyplijvalo, Ze bez ohledu na to, jakd rozhodnuti a zmény udéldm v minulosti,
meéla by celkovd casovd chronologie vZdy zistat neporusend, coZ znamend, Ze kdybych pred
dvéma lety zastielil svou kocku, kterd mi ted sedi na kliné, vesmir si sam najde zpisob, jak
nezpusobit Zddné paradozry. Kladné a zdporné sily se vZdy vyrusi a stejne tak vsechno zlo,
co bych ptinesl do minulosti se samo nahradi néjakym dobrem.

V listopadu jsem pozval svého kamardda Alexandra na caj, abych ho poZddal o tetovdnd.
Alexandr byl urostly muz s jizvou pies pulku obliceje. Procestoval celyj svét, ale presto nikdy
moc nemluvil. Seznamili jsme se uz ddvno na zamorvské plavbé.

,Proc tyhle ¢isla?“ zeptal se mé.

Je to datum kdy zmizela.

,Jsi si jisty, Ze je pro tebe dobré, aby sis to kaZdy den pFipominal?*

Musel jsem sebrat vSechnu svou silu, abych Alerandrovi nerekl o celém svém pldnu.
Ale ani on by mé nepochopil. Tohle je bitva jednoho muze. ,Ano.“

»Nechces§ néjaké jiné cislo? Vis Ze existugi ¢isla, kterd jsou dokonald? 49! To je krdsng
¢islo.

»49 nent dokonalé. “

»Jak to vis tak rychle?*

ULoHA 2.C. Pamatoval jsem si, Ze aby mohlo byt liché ¢islo dokonalé, nesmi se jednat
o druhou mocninu pfirozeného ¢isla. Potfeboval jsem vSak dikaz. (Poznamka: dokonalé
¢islo je takové prirozené ¢&islo n, pro které plati, Ze soucet vSech jeho pfirozenych déliteli
mimo samo n je roven ¢islu n. Napiiklad 1 +2+3 =6 nebo 1 +24+4+ 7+ 14 = 28))

»Aha,“ Tekl na to Alexandr, kterého to ocividné vibec nezajimalo. Jesté ten den mi
na ruku vytetoval ,, 10121824 “.

A pak bylo desdtého prosince. Oblékl jsem se a do dievéné krabicky jsem vloZil jeji
fotografii, nahrdelnik a swij revolver. Zbijvalo dopocitat posledni Fdadek vipoctu a nastavit
vSechny ciferniky stroje casu na sprdvné hodnoty.

ULoHA 2.D. Posledni fadek vypoctu, ktery mi chybél vypadal takto: Necht = < —1,
y > 1 jsou realné ¢isla. Ukazte, ze plati
(z —y)?
VaZ — 14 /y2 -1

> 3.
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Vse bylo pripraveno a jd nervozné polkl, kdyz jsem se zblizka podival do temnoty na druhé
stran€ portdlu. Nadechl jsem se a udélal krok vpied. Posledni, co si pamatugi, je, Ze se vSechno
roztocilo a ja mél pocit, Ze se rozpindm a potom zase smrstuji. Krabicka mi vypadla z ruky
a ja letel a letél a mel jsem presné ten pocit, jako kdyZ se vdm zdd sen, kde vypadnete
z détské houpacky.

Otevrel jsem oc¢i a chvili ziral na pruhovany strop. Kdyz jsem se posadil, chvili jsem
nechdpal, kde vlastné jsem. To se lidem po probuzeni nékdy stdvd, ale jak to, Ze jsem tohle
misto stale nepozndval? Promnul jsem si oci. LeZel jsem ma erveném semisovém gauci
v mistnosti, kde nebyl aZ na jednu vyrezdvanou skiifi Zddny ndbytek. Stény tvotilo cerno-
cervené€ pruhované pldtno, takZe to vlastne nebyla ani tolik mistnost, jako stan.

Pokracovani v pristi sérii.

Sva fesSeni uploadujte na nasich strankach:
http://brkos.math.muni.cz/
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