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Úloha 4.1. Mat¥j si hrál se svou p°ímkou. Obarvoval ji dv¥ma barvami, ale a´ ji obarvoval
jak cht¥l, vºdycky na ní na²el t°i body stejné barvy, z nichº jeden byl st°edem zbylých dvou.
Zvládnete dokázat, ºe to platí pro kaºdé dvoubarevné obarvení p°ímky?

Úloha 4.2. Lib¥nka Mat¥je a jeho p°ímku zahanbila, kdyº si p°inesla rovnou celou rovinu.
P·j£ila si od Mat¥je jeho dv¥ barvy a v dvoubarevné rovin¥ pak hledala také trojici bod·
stejné barvy, tentokrát v²ak tvo°ící rovnostranný trojúhelník. Dokaºte, ºe jej lze najít v
kaºdém takovém obarvení.

Úloha 4.3. Po ob¥d¥ se ke dvojici p°ipojila i Bubla se svou vlastní rovinou. Bubla si svou
rovinu obarvila takovým zp·sobem, ºe kaºdá p°ímka v této rovin¥ obsahovala body práv¥
dvou barev. Na vás je ur£it, kolika barvami mohla být rovina obarvená. (Nezapome¬te na
zd·vodn¥ní, pro£ pro jiné po£ty barev takto rovinu obarvit nelze.)

Úloha 4.4. K ve£eru se z práce vrátil Henry a v²em vyrazil dech, kdyº si za£al obarvovat
rovnou celý prostor. Kaºdý bod v prostoru obarvil bu¤ £erven¥, mod°e nebo zelen¥. Potom
si na £ervený papír zapsal v²echny vzdálenosti n¥kterých dvou £ervených bod· a podobn¥
to ud¥lal s modrým a zeleným papírem (pro modré a zelené body). K jeho úºasu v²ak a´ uº
prostor obarvil jakkoliv, vºdy jeden z papír· obsahoval v²echna kladná reálná £ísla. Va²ím
úkolem je toto tvrzení dokázat.

Úloha 4.5. Kouma s �oumou nemají barvi£ky moc rádi. K ostatním se proto nep°ipojili
a rad¥ji si hráli s p°irozenými £ísly z mnoºiny {1, 2, 3, . . . , 2n − 1, 2n}. �ouma se snaºil
dokázat, ºe kterýchkoliv n + 1 z nich obsahuje p, q taková, ºe p a q jsou nesoud¥lná,
zatímco Kouma dokazoval, ºe mezi libovolnými n+ 1 z nich umí najít r, s taková, ºe r je
celo£íselným násobkem s. Vy ur£it¥ zvládnete dokázat ob¥ tvrzení.

Úloha 4.6. Kdyº �oumu omrzela p°irozená £ísla, °ekl Koumovi, ºe na²el nenulová reálná
£ísla x, y, z, jejichº sou£et je r·zný od nuly a která spl¬ují
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Kouma z toho hned poznal, ºe n¥která dv¥ z t¥chto £ísel se li²í jen znaménkem. Dokaºte
to.

Úloha 4.7. Z Leno²ína do Hloup¥tína p°i²lo po²tou liché p°irozené £íslo k a také p°irozené
£íslo n. Hloup¥tínské nenapadlo nic lep²ího, neº spo£ítat výraz 2 · (1k +2k +3k + · · ·+nk)
a poslat ho zp¥t. V Leno²ín¥ pak zjistili, ºe toto £íslo je d¥litelné £íslem n(n+ 1). Poda°í
se vám to dokázat?
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Bonusová úloha. Mat¥j, Lib¥nka, Bubla i Henry jsou matematici a mohou si tak jejich
nekone£né útvary obarvovat jak cht¥jí. Ve skute£nosti jsme v²ak p°i obarvování omezení
jednak velikostí útvaru (místo p°ímek úse£ky, místo rovin plátno atd.), druhak velikostí
²t¥tce, pastelky �xy nebo £ímkoliv obarvujeme (existuje tedy jakási nejmen²í plo²ka, která
má jedinou barvu). Zauvaºujte nad tím, jak by se úlohy z pomocného textu a série zm¥nily,
pokud bychom tato omezení zapo£etli.

Svá °e²ení posílejte na adresu:
BRKOS

P°írodov¥decká fakulta MU
Kotlá°ská 2
611 37 Brno

nebo uploadujte na na²ich stránkách:
http://brkos.math.muni.cz/
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