XXIL. ro¢nik BRKOS 2015/2016

Zadani 2. série
DUKAZY

Termin odeslani: 7.12.2015

Zatimco prvni série je nazvana Uvodni gulas, a jde tak o smésici vielijakych tloh z
riznych koutt matematiky, druhd série ma téma Dukazy a prvni ¢tyfi tlohy jsou zaméreny
pravé na techniku matematického ditkazu. Pro lepsi pochopeni, jak vlastné matematicky
ditkaz funguje a jaké typy dikazi lze zvolit doporutujeme pfecist pomocny text, ktery je
spolec¢né s timto zadanim dostupny na nasich strankich: http://brkos.math.muni.cz/.

Uloha 2.1. Nouma, ktery se pravidelné dcastni Pigkvorkové olympiady, si béhem kazdo-
denniho tréninku na standardnim ¢tvereckovém papiru (¢tverecky o strané délky 1) v&imnul
zajimavé skutecnosti. Do této miizky vyznadil tfi priseciky A, B, C. Vzdalenosti téchto
bodu byly celociselné. Zjistil, ze obvod vzniklého trojuhelniku ABC' je sudy. Dokazte, ze
toto tvrzeni opravdu plati.

Uloha 2.2. Libénka nedavno navstivila vysokogkolskou prednagku z matematiky, kde pred-
nagejici predvadél udajné snadny piiklad. Dlouho se ztracela v jeho zadéani a pravé ted se
zdé, Ze zadani pochopila. ,Pan profesor fesil priklad, kde vySel z tvrzeni, ze 2n+1 je druhé
mocnina piirozeného ¢&fsla a pomoci n&j dokazal, ze vyraz n 4+ 1 je souc¢tem dvou druhych
mocnin po sobé jdoucich prirozenych ¢isel.“ Jelikoz Libénka je$té na vysokou nechodi a
povedlo se ji tento ptiklad vyfesit, zkuste to také a poslete dikaz piikladu, ktery profesor
predvadél.

Uloha 2.3. Bubla o prazdnindch méla jiné starosti, nez hledani zajimavych her nebo
rébust na dlouhé zimnf vecery. Cekala ji odloZend zkouska na medicing. A jak se neustéle
udila o riznych nemocech a zranénich a o postupech operaci, napadla ji také jedna operace,
aviak matematickd. O operaci (a)p (b pusobici na a) si poznamenala, Ze pokud (a), = ¢,
pak také (b). = a. Chvilku si s touto operaci hréla, ale potom si uvédomila, ze se musi dale
ucit. Na papife ztistal nadepsany vztah a = ((a)g)a = (... (a)q - - . )q (sudy polet provedeni
operace), ktery zbyva na vas, abyste jej dokazali.

Uloha 2.4. Libénka objevila sviij umélecky talent a zacala se svédomité vénovat malbé.
Zaujala ji technika pointillé, kterou se zdobily napfiklad zbrané. Dekorace vznikala pomoci
direk z nichz se skladaly obrazce, podobné jako z mozaiky. Libénka se rozhodla, ze tuto
techniku vyzkousi, ale jelikoz nemé zadnou zbran, bude malovat na platno. Platno si na-
pnula, aby tvofilo rovinu, a namalovala do néj n modrych a n ¢ervenych bodi a to tak, ze
zadné tii body nelezely na jedné pfimce. Ale jako kazdy velky umélec, nedrzela se zab&h-
nutych pravidel a rozhodla se kazdy modry bod spojit s Cervenym. Dokazte, Ze lze spojit,
vzdy modry s Cervenym, n tGseckami tak, aby se zadné dvé z téchto tsecek neprotinaly.

Uloha 2.5. Henry o prazdninach navitivil incké vykopavky v Peru a bé&hem nich vysle-
chl zajimavy p¥ibéh o tajemném pokladu pevnosti Vilcabamba. Udajné se nasla st¥ibrna
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desticka s vyrytymi nékolika prvodisly. Na zdivu se potom objevil vyraz 2015! + 2016!.
Odbornici tusi jistou spojitost mezi ndpisem na zdivu a destickou, ale nikomu se tento
rébus spojeny s pokladem zatim nepodarilo vyfesit. Henry dostal napad najit nejvétsi pr-
vodislo, které vyraz 2015! + 2016! déli. Najdéte toto prvodislo a tfeba najdete i poklad.
(Vyraz n! se ¢te ,n faktoridl® a znadi soucin vSech pfirozenych &isel od 1 do n, tedy
nl=1-2..... (n—1)-n.)

Uloha 2.6. Kouma s Noumou si vybirali éisla. K dispozici méli sadu &fsel 1,2, ..., n kazdé
pravé jednou. Kolika zptsoby si Kouma a Nouma mohli &isla vybrat, pokud si kazdé éislo
mohl vybrat jen jeden z nich, ale ne v8echna ¢isla musela byt vybréana?

Uloha 2.7. Maté&j se rozhodl n&jaky zajimavy problém nebo rébus najit v rodinné knihovné.
Pfi prohlizeni knih z jedné z nich vypadl stary papir, na némz byl vyobrazen konvexni étyf-
thelnik ABCD. Uvnitf néj byl umistén bod X. Nékdo déle do obrazku vyznadil body K,
L, M, N jako t&7i§té trojuhelnikt po fadé ABX, BCX, CDX, DAX. Pokud vime, 7e
obsah ¢tyfthelniku ABCD je 1, jaky je obsah étyftuhelniku K LM N?

Bonusova tloha. Matéjovi nalezeny papir nestacil a hledal dal. Hledal opravdu svédo-
mité, az narazil na knihu s titulem Dikaz 0 = 1. Kniha se mu zdala podezield a jako z
Iise sci-fi. Kdyz ji oteviel, vSechny stranky byly zadernéné, az na uplné posledni s razit-
kem ,,Cenzurovano ministerstvem matematiky“. Pokuste se zrekonstruovat ¢ast knihy a
dokazte, ze 0 = 1.

Sva feSeni posilejte na adresu:
BRKOS
Ptirodovédecka fakulta MU
Kotlarska 2
611 37 Brno

nebo uploadujte na nasSich strankach:
http://brkos.math.muni.cz/
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