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Zadání 2. série

D·kazy
Termín odeslání: 7.12.2015

Zatímco první série je nazvaná Úvodní gulá², a jde tak o sm¥sici v²elijakých úloh z
r·zných kout· matematiky, druhá série má téma D·kazy a první £ty°i úlohy jsou zam¥°eny
práv¥ na techniku matematického d·kazu. Pro lep²í pochopení, jak vlastn¥ matematický
d·kaz funguje a jaké typy d·kaz· lze zvolit doporu£ujeme p°e£íst pomocný text, který je
spole£n¥ s tímto zadáním dostupný na na²ich stránkách: http://brkos.math.muni.cz/.

Úloha 2.1. �ouma, který se pravideln¥ ú£astní Pi²kvorkové olympiády, si b¥hem kaºdo-
denního tréninku na standardním £tvere£kovém papíru (£tvere£ky o stran¥ délky 1) v²imnul
zajímavé skute£nosti. Do této m°íºky vyzna£il t°i pr·se£íky A, B, C. Vzdálenosti t¥chto
bod· byly celo£íselné. Zjistil, ºe obvod vzniklého trojúhelníku ABC je sudý. Dokaºte, ºe
toto tvrzení opravdu platí.

Úloha 2.2. Lib¥nka nedávno nav²tívila vysoko²kolskou p°edná²ku z matematiky, kde p°ed-
ná²ející p°edvád¥l údajn¥ snadný p°íklad. Dlouho se ztrácela v jeho zadání a práv¥ te¤ se
zdá, ºe zadání pochopila. �Pan profesor °e²il p°íklad, kde vy²el z tvrzení, ºe 2n+1 je druhá
mocnina p°irozeného £ísla a pomocí n¥j dokázal, ºe výraz n+ 1 je sou£tem dvou druhých
mocnin po sob¥ jdoucích p°irozených £ísel.� Jelikoº Lib¥nka je²t¥ na vysokou nechodí a
povedlo se jí tento p°íklad vy°e²it, zkuste to také a po²lete d·kaz p°íkladu, který profesor
p°edvád¥l.

Úloha 2.3. Bubla o prázdninách m¥la jiné starosti, neº hledání zajímavých her nebo
rébus· na dlouhé zimní ve£ery. �ekala ji odloºená zkou²ka na medicín¥. A jak se neustále
u£ila o r·zných nemocech a zran¥ních a o postupech operací, napadla ji také jedna operace,
av²ak matematická. O operaci (a)b (b p·sobící na a) si poznamenala, ºe pokud (a)b = c,
pak také (b)c = a. Chvilku si s touto operací hrála, ale potom si uv¥domila, ºe se musí dále
u£it. Na papí°e z·stal nadepsaný vztah a = ((a)a)a = (. . . (a)a . . . )a (sudý po£et provedení
operace), který zbývá na vás, abyste jej dokázali.

Úloha 2.4. Lib¥nka objevila sv·j um¥lecký talent a za£ala se sv¥domit¥ v¥novat malb¥.
Zaujala ji technika pointillé, kterou se zdobily nap°íklad zbran¥. Dekorace vznikala pomocí
dírek z nichº se skládaly obrazce, podobn¥ jako z mozaiky. Lib¥nka se rozhodla, ºe tuto
techniku vyzkou²í, ale jelikoº nemá ºádnou zbra¬, bude malovat na plátno. Plátno si na-
pnula, aby tvo°ilo rovinu, a namalovala do n¥j n modrých a n £ervených bod· a to tak, ºe
ºádné t°i body neleºely na jedné p°ímce. Ale jako kaºdý velký um¥lec, nedrºela se zab¥h-
nutých pravidel a rozhodla se kaºdý modrý bod spojit s £erveným. Dokaºte, ºe lze spojit,
vºdy modrý s £erveným, n úse£kami tak, aby se ºádné dv¥ z t¥chto úse£ek neprotínaly.

Úloha 2.5. Henry o prázdninách nav²tívil incké vykopávky v Peru a b¥hem nich vysle-
chl zajímavý p°íb¥h o tajemném pokladu pevnosti Vilcabamba. Údajn¥ se na²la st°íbrná

BRKOS Team 2015

http://brkos.math.muni.cz/


XXII. ro£ník BRKOS 2015/2016

desti£ka s vyrytými n¥kolika prvo£ísly. Na zdivu se potom objevil výraz 2015! + 2016!.
Odborníci tu²í jistou spojitost mezi nápisem na zdivu a desti£kou, ale nikomu se tento
rébus spojený s pokladem zatím nepoda°ilo vy°e²it. Henry dostal nápad najít nejv¥t²í pr-
vo£íslo, které výraz 2015! + 2016! d¥lí. Najd¥te toto prvo£íslo a t°eba najdete i poklad.
(Výraz n! se £te �n faktoriál� a zna£í sou£in v²ech p°irozených £ísel od 1 do n, tedy
n! = 1 · 2 · · · · · (n− 1) · n.)

Úloha 2.6. Kouma s �oumou si vybírali £ísla. K dispozici m¥li sadu £ísel 1, 2, . . . , n kaºdé
práv¥ jednou. Kolika zp·soby si Kouma a �ouma mohli £ísla vybrat, pokud si kaºdé £íslo
mohl vybrat jen jeden z nich, ale ne v²echna £ísla musela být vybrána?

Úloha 2.7. Mat¥j se rozhodl n¥jaký zajímavý problém nebo rébus najít v rodinné knihovn¥.
P°i prohlíºení knih z jedné z nich vypadl starý papír, na n¥mº byl vyobrazen konvexní £ty°-
úhelník ABCD. Uvnit° n¥j byl umíst¥n bod X. N¥kdo dále do obrázku vyzna£il body K,
L, M , N jako t¥ºi²t¥ trojúhelník· po °ad¥ ABX, BCX, CDX, DAX. Pokud víme, ºe
obsah £ty°úhelníku ABCD je 1, jaký je obsah £ty°úhelníku KLMN?

Bonusová úloha. Mat¥jovi nalezený papír nesta£il a hledal dál. Hledal opravdu sv¥do-
mit¥, aº narazil na knihu s titulem D·kaz 0 = 1. Kniha se mu zdála podez°elá a jako z
°í²e sci-�. Kdyº ji otev°el, v²echny stránky byly za£ern¥né, aº na úpln¥ poslední s razít-
kem �Cenzurováno ministerstvem matematiky� . Pokuste se zrekonstruovat £ást knihy a
dokaºte, ºe 0 = 1.

Svá °e²ení posílejte na adresu:
BRKOS

P°írodov¥decká fakulta MU
Kotlá°ská 2
611 37 Brno

nebo uploadujte na na²ich stránkách:
http://brkos.math.muni.cz/
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