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Úloha 3.1. Mat¥j si p°ivezl z Matematické konference p°íklad, který ov²em nikdo neum¥l
dokázat. Ukázal ho p°átel·m po ned¥lním ob¥d¥. �Máme libovolná celá £ísla a, b, c, d, e.
V kaºdém kroku tato £ísla nahradíme £ísly |a − b|, |b − c|, |c − d|, |d − e|, |e − a|. Neda°í
se mi ov²em dokázat, ºe po ur£itém kone£ném po£tu krok· bude alespo¬ jedno z £ísel 0.
Pom·ºete mi s d·kazem?�

Úloha 3.2. �Moc dob°e ví², Mat¥ji, ºe mi takovéto úlohy zrovna t°ikrát nejdou,� mra£il se
Henry. �Ale kdyº uº jsem zmínil tu trojku, dám Vám taky jeden p°íklad. Máme posloupnost
trojic a1 = (3, 13, 31) a pro kaºdé n ∈ N de�nujeme an+1 = (xnyn, ynzn, xnzn), kde an =
(xn, yn, zn). Tvrdím, ºe v ºádné trojici se nevyskytuje mocnina p°irozeného £ísla. Komu
se to poda°í dokázat, za toho budu celý týden umývat nádobí.� Umyje Henry nádobí i za
Tebe?

Úloha 3.3. Kouma se p°ihlásil do turnaje v Kamenohraní. Je to starodávná hra, hraná
na ²achovnici 5 × 5. Za£íná se s 13 £ernými kameny a s 12 bílými, p°i£emº £erné kameny
jsou rozestav¥ny na £erných polích a bílé na bílých. První hrá£ vybere £erný kámen a
odstraní ho z hracího plánu. Na uvoln¥né polí£ko potom posune bezprost°edn¥ sousedící
bílý kámen (pohybovat se smí pouze o jedna ve svislém nebo vodorovném sm¥ru). Druhý
hrá£ na uvoln¥né polí£ko posune £erný kámen a první hrá£ op¥t na vzniklé volné pole
posune kámen bílý. Ten, kdo nem·ºe táhnout, prohrává. Kouma se do této situace nechce
dostat, ov²em neda°í se mu vymyslet výherní strategii. Pom·ºe² mu zvít¥zit v turnaji a
vymyslí² strategii za jednoho ze dvou hrá£·, která vºdy vyhrává, a´ uº druhý hrá£ hraje
jakkoliv?

Úloha 3.4. Lib¥nka miluje moderní um¥ní, poda°ilo se jí p°emluvit �oumu, aby spole£n¥
za²li na výstavu. I kdyº �ouma um¥ní nerozumí, zaujal ho jeden z obraz·: �Lib¥nko,
vybavuje² si obraz s bublinami vystupujícími na obzor? N¥£eho jsem si na n¥m v²imnul.
Obzor byl na plátn¥ reprezentován p°ímkou p, které se dotýkaly dv¥ bubliny, tedy vlastn¥
kruºnice, o jednotkovém polom¥ru. Nebyly to tak oby£ejné bubliny, krom¥ p°ímky se totiº
dotýkaly i jedna druhé. M·ºeme si je ozna£it jako k0 a k1. Po chvíli pozorování jsem
si uv¥domil, ºe kaºdá dal²í bublina kn je namalována tak, ºe se zárove¬ dotýká bublin
kn−1, kn−2 i p°ímky p.� �To zní velice zajímav¥, jen si to neumím moc dob°e p°edstavit,�
zastyd¥la se Lib¥nka. �Po£kej, to není v²echno, umím také spo£ítat vzdálenost bod· dotyku
s p°ímkou p dvou po sob¥ následujících bublin, doma ti to v²echno °ádn¥ ukáºu.� Jelikoº
�ouma po náro£ném dni ihned usnul, nestihl Lib¥nce pozorování z obrazárny p°edvést.
Zkus to za n¥j a spo£ítej vzdálenost �oumou popsaných bod·.
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Úloha 3.5. Lib¥nka objevila v knihovn¥ antickou knihu. Náhodn¥ ji otev°ela na stránce,
která popisovala Platónská t¥lesa. Zaujal ji pravidelný dvacetist¥n. Zapamatovala si, ºe má
dvanáct vrchol· a jeho dvacet st¥n tvo°í rovnostranné trojúhelníky. P°i ve£e°i ji napadl
p°íklad, se kterým se pochlubila Mat¥jovi. �Co kdybych na kaºdou st¥nu pravidelného
dvacetist¥nu napsala nezáporná celá £ísla tak, aby sou£et £ísel na v²ech st¥nách byl 39?
Myslí², ºe by potom musely existovat dv¥ st¥ny se spole£ným vrcholem, na kterých by bylo
napsané stejné £íslo?� Jelikoº v televizi dávali samé pro Mat¥je nezajímavé po°ady, zjistil,
ºe takové dv¥ st¥ny ur£it¥ existují, je²t¥ neº ²el spát. Nenech se Mat¥jem zahanbit a dokaº
to také.

Úloha 3.6. Henry s Bublou rádi tan£í, proto chodí kaºdý pátek do no£ních klub· v
Hloup¥tín¥. Za ta léta vypozorovali následující: V Hloup¥tín¥ bydlí n hlupák· a n hlupa£ek.
Kaºdý no£ní klub v Hloup¥tín¥ má mezi svými £leny stejný po£et hlupák· jako hlupa£ek.
�ádné dva kluby nemají v²echny £leny stejné a kaºdé dva kluby mají stejn¥ spole£ných
£len·�hlupák· jako spole£ných £len·�hlupa£ek. Ur£í² z jejich pozorování, kolik nejvý²e je
v Hloup¥tín¥ no£ních klub·? P°iloº i p°íklad s práv¥ tolika kluby.

Úloha 3.7. V Brkosích novinách, v sekci Matematické rébusy, se objevila zajímavá sou-
t¥ºní otázka. �Dnes hrajeme o £ty°i Brkosí body a spoustu Kabr¬ák·! Ptáme se Vás,
jak dokázat pro libovolná kladná reálná £ísla a, b, c, spl¬ující a + b + c = 3, nerovnost

a
a+bc +

b
b+ca + c

c+ab ≥
3
2 .�

Bonusová úloha. Byl hezký, lednový den a Bubla s �oumou si hráli venku, kdyº vtom
za£alo sn¥ºit. Bubla sníh milovala, a tak za£ala vlo£ky chytat do dlaní. Kdyº si je prohlíºela,
v²imla si n¥£eho zajímavého. Kdyº potom sv·j objev p°edstavila �oumovi, �ouma se
zamyslel a °ekl: �N¥£eho podobného si v²imnul jiº v roce 1906 pan Koch.� �Kdopak to
byl?� vyptávala se Bubla. �To byl ²védský matematik, zkonstruoval tzv. Kochovu vlo£ku,
jednu z prvních fraktálních k°ivek.� Bubla se zard¥la a dále chytala vlo£ky, neznala totiº
pojem Kochova vlo£ka a ani netu²ila, co je to fraktál. Vysv¥tlí² jí tyto pojmy? Potom si
vytvo° n¥jakou svoji fraktální sn¥hovou vlo£ku a napi² Buble, jak si ji m·ºe vytvo°it i ona.

Svá °e²ení posílejte na adresu:
BRKOS

P°írodov¥decká fakulta MU
Kotlá°ská 2
611 37 Brno

nebo uploadujte na na²ich stránkách:
http://brkos.math.muni.cz/
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