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Zadání 6. série

Termín odeslání: 5. kv¥tna 2008

Úloha 6.1

Kone£n¥ v Hloup¥tín¥ roztál v²echen sníh a Kouma s �oumou se vydali
na první jarní výlet na hrad Ftipín. U vstupu do hradu na²li tento nápis:
"Ten, kdo st°edov¥ký problém rozlu²tit dokáºe, zadarmo na ná² hrad Ftipín
vstoupit m·ºe." Pod tímto nápisem bylo zadání p°íkladu: "Dokaºte, ºe pokud
pro celá £ísla a, b, c, d platí (a− c)|(ab + cd), pak (a− c)|(ad + bc)."

Úloha 6.2

To Mat¥j s Lib¥nkou se vydali do nového laná£e, co vyrostl v Leno²ín¥.
Nejvíce se jim líbila jedna zapeklitá p°ekáºka. V kovovém rámu, který m¥l
tvar konvexního n-úhelníku, bylo mezi vrcholy nataºeno n¥kolik lan tak, ºe se
ºádná dv¥ nek°íºila. Kdyº se Mat¥j s Lib¥nkou na této p°ekáºce dostate£n¥
vyblbnuli, napadl je zajímavý p°íklad. Zajímalo je, kolik nejvíce lan lze nap-
nout mezi vrcholy rámu tak, aby se ºádná dv¥ nek°íºila. Dokaºte, ºe je to
nejvý²e n − 3 a ºe trojúhelníkových oblastí vytvo°ených lany je v tomto
p°ípad¥ n− 2.

Úloha 6.3

V Hloup¥tín¥ a Leno²ín¥ volí parlament spole£ného prezidenta podob-
ným systémem jako u nás. Rozdíl je v tom, ºe jedna komora parlamentu
zasedá v Hloup¥tín¥ a druhá v Leno²ín¥, p°i£emº kaºdý z kone£n¥ mnoha zá-
konodárc· si m·ºe vybrat, ve které komo°e bude zasedat. Navíc, na rozdíl od
na²eho parlamentu, kaºdý zákonodárce má mezi ostatními zákonodárci práv¥
t°i nep°átele, p°i£emº nep°átelství je vºdy oboustranné. Ukaºte, ºe parlament
bude moci p°i volb¥ zasedat takovým zp·sobem, ºe kaºdý zákonodárce bude
mít ve své komo°e nejvý²e jednoho nep°ítele.

Úloha 6.4

Hrad Ftipín vlastnil v 15. století rod Ftipálk· z Ftipálkova. Roku 1468
v²ak ve vodním p°íkop¥ p°ed hradem tragicky utonul jediný d¥dic hradu.
Rodi£e onoho ne²´astníka tedy stáli p°ed otázkou, komu hrad po jejich smrti
p°ipadne. Mnoho rod· ze ²irokého okolí m¥lo o tento skvost zájem. Byla tedy
vypsána sout¥º. Hrad získá ten rod, který nalezte v²echny takové mnoºiny
£ty° reálných £ísel, ºe sou£et libovolného £ísla z hledané mnoºiny se sou£inem
zbylých t°í £ísel je roven 2. Dokázal by se i tv·j rod ucházet o hrad?
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Úloha 6.5

Kdyº se Mat¥j s Lib¥nkou vraceli dom·, °íkali si, ºe jiº dlouho nevymysleli
pro Henryho n¥jaký p¥kný p°íklad. Mat¥j navrhl, ºe by ho mohli nechat
vy°e²it n¥jakou zajímavou nerovnici. Lib¥nka pak dodala, ºe jednu by m¥l
ur£it¥ hned vy°e²enou, a ºe tedy musí vymyslet n¥jakou soustavu. A tak
Mat¥j s Lib¥nkou st°ídav¥ psali jednu nerovnici za druhou a neº p°i²li dom·,
vznikla z toho tato soustava 100 rovnic o 300 neznámých:

a1x1 + a2x2 + a3x3 ≥ 0

a2x4 + a3x5 + a4x6 ≥ 0

...
a99x295 + a100x296 + a1x297 ≥ 0

a100x298 + a1x299 + a2x300 ≥ 0.

Henrymu prozradili, ºe tato soustava má °e²ení: (1,−3, 2, 1,−3, 2, ..., 1,−3, 2).
Henry m¥l dokázat, ºe pak a1 = a2 = ... = a100. Dokázali byste to také?

Úloha 6.6

Osmé nádvo°í hradu Ftipín má tvar trojúhelníku, jehoº délky vyjád°ené
v hloup¥tínských mílích jsou t°i po sob¥ jdoucí p°irozená £ísla. Jeden z vnit°ních
úhl· tohoto trojúhelníku má dvojnásobnou velikost neº jiný vnit°ní úhel.
Dokázali byste najít v²echny moºnosti, jak mohlo nádvo°í p°esn¥ vypadat?

Úloha 6.7

Henry se po°ádn¥ napo£ítal p°i °e²ení úlohy, kterou mu zadaly jeho d¥ti.
A aby jim nez·stal nic dluºen, poprosil je, zda-li by dokázaly ur£it ciferný
sou£et £ísla, které je ciferným sou£tem ciferného sou£tu £ísla 44444444. Henry
jim dovolil, aby pracovaly pouze v desítkové soustav¥, ale pokud by náhodou
p°i²ly na n¥co zajímavého i v jiné £íselné soustav¥ (nap°íklad p¥tkové), jist¥
by je neminula odm¥na v podob¥ bod· navíc do jisté matematické sout¥ºe.
Dokázali byste jim pomoci?

Svá °e²ení posílejte na adresu

BRKOS
P°írodov¥decká fakulta MU

Kotlá°ská 2
611 37 Brno
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