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Zadání 5. série

Termín odeslání: 31. b°ezna 2008

Úloha 5.1

Jednou nave£er zase vypráv¥l Henry svým d¥tem pohádku. Tentokrát
o Sn¥hurce. A to by nebyl Henry, aby do toho nezamontoval n¥jaký p¥kný
p°íklad... Totiº, kdyº trpaslíci ode²li ráno do práce, z·stala Sn¥hurka v cha-
loupce sama. Aby se nenudila, u²ila trpaslík·m nové £epice. Protoºe nem¥la
dostatek látky jedné barvy, £epi£ky pro �tístka, Kýchala, Prófu, Rýpala,
Bru£ouna, Stydlína a �mudlu byly dvou barev. Kdyº se trpaslíci vrátili dom·,
byli nad²ením celí bez sebe. Vºdy´ ty jejich staré £epice uº byly celé odrané.
A tak si trpaslíci £epice rozebrali a zasedli ke stolu. Ten m¥l tvar pravidel-
ného sedmiúhelníku a ºidli£ky byly umíst¥né tak, ºe trpaslíci sed¥li práv¥ ve
vrcholech sedmiúhelníku. No a hádejte, co dal Henry d¥tem za úkol? M¥ly
dokázat, ºe existuje takový rovnoramenný trojúhelník s vrcholy ve vrcholech
stolu, ºe v jeho vrcholech sedí trpaslíci s £epi£kou stejné barvy....

Mat¥j s Lib¥nkou uº ani nevnímali, jak pohádka pokra£ovala dále, a p°e-
mý²leli, jak vy°e²it Henryho úkol. Zvládli byste to také?

Úloha 5.2

Kdyº Kouma shrnoval sníh p°ed �oumálkovic dome£kem, v²iml si, ºe
stromy v jejich zahrad¥ tvo°í vrcholy konvexního £ty°úhelníku. A tak za-
£al pobíhat s hrabákem na sníh a "rýsovat" s ním do sn¥hu r·zné obrazce.
Kdyº ho uvid¥l �ouma, za£al se mu hlasit¥ posmívat. Kouma ho v²ak za-
stavil: "Podívej, tady ve sn¥hu jsem vyzna£il konvexní £ty°úhelník ABCD.
Úhlop°í£ky v tomto £ty°úhelníku jsou na sebe kolmé. Zde jsem vyzna£il body
M , N , R, S, které jsou postupn¥ st°edy stran AB, BC, CD, AD. Dále zde
máme body W , X, Y , Z, coº jsou paty kolmic vedené z bod· M , N , R, S
na strany CD, AD, AB, BC. Tak mi te¤ posm¥vá£ku dokaº, ºe vyzna£ené
body M , N , R, S, W , X, Y , Z leºí na jedné kruºnici."

Pomozte �oumovi s touto úlohou.

Úloha 5.3

Kdyº se to �oumovi poda°ilo dokázat, ²li se s Koumou zah°át dovnit°.
Cht¥li si zahrát dámu, jenºe v tom nepo°ádku v Koumov¥ pokojíku se jim
nepoda°ilo najít �gurky. A tak sed¥li nad prázdnou ²achovnici, kdyº v tom
�oumu napadl zajímavý p°íklad. A protoºe se cht¥l Koumovi pomstít za
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ten jeho, okamºit¥ mu ho za£al diktovat: "Podívej, Koumo, rozd¥lím tuto
²achovnicí na p disjunktních obdelník· (strany t¥chto obdélník· se mohou
skládat pouze ze stran £tverc· ²achovnice) tak, ºe v kaºdém obdélníku bude
stejný po£et bílých a £erných polí a kaºdý obdélník bude obsahovat r·zný
po£et polí. Dokáºe² nalézt nejv¥t²í takové p a pro toto p ur£it v²echny moºné
obsahy obdélník·?"

Kouma se p¥kn¥ zapotil, neº na to p°i²el. Pokuste se o to také.

Úloha 5.4

Mat¥j s Lib¥nkou hráli zajímavou hru. St°ídav¥ dopl¬ovali koe�cienty do
soustavy rovnic s neznámými x, y, z:

a1x + b1y + c1z = 0

a2x + b2y + c2z = 0

a3x + b3y + c3z = 0.

Mat¥j za£ínal. V p°ípad¥, ºe nakonec soustava m¥la n¥jaké nenulové °e²ení,
vyhrál Mat¥j. V opa£ném p°ípad¥ vyhrála Lib¥nka.

Dokaºte, ºe pro Mat¥je existuje vyhrávající strategie, a popi²te ji.

Úloha 5.5

Kdyº Henry vid¥l, jakou zajímavou hru jeho d¥ti hrají, p°i²el k nim
a pozoroval je a kibicoval. Mat¥j s Lib¥nkou ho v²ak odehnali se slovy, ºe se
m·ºe dívat, aº jim na £tvere£kovaném papí°e vyzna£í t°i pr·se£íky £ar, které
tvo°í vrcholy rovnostranného trojúhelníku. Henry souhlasil a za£al nad tímto
p°íkladem p°emý²let.

Dokaºte, ºe se Henry jiº k d¥tem nevrátil, tedy ºe takovéto body na
£tvere£kovaném papí°e vyzna£it nelze.

Úloha 5.6

Henry to samoz°ejm¥ po chvíli zjistil a sám se smál, jak d¥tem nalétl
na ²pek. A tak jim také vymyslel p°íklad. Do tabulky 6 x 5 polí£ek napsal
libovoln¥ v²echna p°irozená £ísla 1 aº 30. D¥ti m¥ly zjistit, v jakém polí£ku
je jaké £íslo. Na rozmíst¥ní se v²ak mohly p¥tkrát zeptat, a to tak, ºe zadaly
libovolnou mnoºinu polí£ek a Henry jim odpov¥d¥l, jaká £ísla jsou v nich
napsána (nikoliv v²ak ve kterém polí£ku je jaké £íslo). Mat¥jovi se nakonec
poda°ilo p°ijít na fígl, jak pomocí t¥chto p¥ti otázek vºdy zrekonstruovat
celou tabulku.

Dokázali byste to také?
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Úloha 5.7

Kdyº rodi£e Koumy zjistili, jaký má chlívek ve svém pokoji, okamºit¥ ho
zahnali, aby si uklidil. Kouma cht¥ necht¥ musel jít. P°i uklízení v²ak na²el
zajímavou kníºku a v ní tento p°íklad: Nech´ a, b, c, d jsou celá £ísla. Ukaºte,
ºe rovnice

x2 + ax + b = y2 + cy + d

má nekone£n¥ mnoho celo£íselných °e²ení práv¥ tehdy, kdyº

a2 − 4b = c2 − 4d.

Velice rád by se pustil do po£ítání, ale musel uklízet.
Zvládli byste vy°e²it tento p°íklad?

Svá °e²ení posílejte na adresu

BRKOS
P°írodov¥decká fakulta MU

Kotlá°ská 2
611 37 Brno
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