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Uloha 4.1. V Hloupétinské jaderné elektrarné doglo jednoho dne k aniku radioaktivniho zaFeni.
Obyvatelé byli pro tento piipad kvalitné vyskoleni v obrané proti zakefnym ¢asticim, takze kromé
Libénky, Koumy, Noumy a Maté&je, kterf hrali karty pobliz reaktoru, se nikomu nic nestalo. Tito 4
jména uZ neznéla stejné jako pfedtim. Nyni to byli Srdénka, Kar, KiiZznel a Pikant a stal pied
nimi novy tkol - opravit reaktor. Zadnému z hrdini se moc nechtélo, protoze vsichni chtéli zacit
objevovat svoje superschopnosti. Nastésti Kiiznel zjistil, Ze umi pfivolat tabuli a kfidy, a tak pfigel
s napadem:

,Na tabuli nakreslime vedle sebe symboly ©,{, & a #. Operace o zadana tabulkou bude
spocivat v tom, %e smaZzeme prvni a druhy symbol z leva a misto nich nakreslime symbol jim
odpovidajici. Operaci provedeme celkem tiikrat, na tabuli pak ztstane pouze jediny symbol. Ci
symbol to bude, ten musi reaktor opravit.“ KiiZznel se nabidl, Ze tabulku operace e vymysli a
ostatni se shodli, Ze tabulka musi splnit nasledujici podminky:

(i) tabulka bude obsahovat stejny pocet O, < a @

(i) & je v tabulce vice nez jiného symbolu

(iii) operace e je komutativni

(iv) na diagonale musi byt symboly & (viz. tabulka)
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Podaii se Kiiznelovi doplnit tabulku tak, Ze pfi libovolném pocatecnim poradi symbolt na tabuli
nezistane nikdy symbol & jako posledni, a KfiZnel se tak vyhne povinnostem? Najdéte alespoii
jeden zpisob, jak tabulku doplnit.

Uloha 4.2. Béhem opravy reaktoru se K#iznel rozhodl, Ze se v tomto p¥ibéhu stane zapornou
postavou. Vymyslel novou binarni operaci & na nezapornych celych ¢islech, ktera Hloupétinskym
uplné zamotala hlavu. Operace méla nasledujici vlastnosti:

Necht x a y jsou libovolné nezaporné cela ¢isla:

i) (z+1) #0=0dx)+1

() 0Od(y+1)=(y&d0)+1

(i) (z+1) & (y+1) = (z & ) + 1.

Hrdinové navic védéli, ze 2016 & 2061 = 6210. Nyni uz nebyl problém cokoliv spoéitat a
Hloupétin byl zachranén. Umite také s touto operaci pocitat? Kolik je 2601 & 16207
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Uloha 4.3. Kiiznel viak zanedlouho zatal znovu $kodit. Ukradl vSechna cel4 ¢isla a zamdcel je
ve svém doupéti. Hrdinové se vydali ¢isla zachranit. Srdénka si ale uvédomila: , VSechna ¢isla
prece zachranit nemiizeme, vzdyt je jich nekonefné mnoho!“ Na to ji odpovédél Kar: ,Neboj,
sta¢i zachranit jen par kladnych ¢&isel. Vymyslel jsem operaci <, ktera dvéma celym ¢islam =z
a y pfifadi ¢slo x & vy = = + zy — 2y. Kolik nejméné musi zachranit kladnych celych ¢isel
T1,%2, - ,Tpn, Z& pomoci nich a opé&tovného pouzivini Karovy operace { lze vytvofit libovolné
celé ¢islo? Operovat mizeme na libovolném poctu kopii x1, 22, -+, v libovolném poradi a pii
libovolném uzévorkovani.

Uloha 4.4. Vchod do Kiiznelova doupéte branili zli Operantauii, které Kifznel stvoril. Méli
ale slabost pro nevidané matematické dovednosti. ,Nechdme vas projit, jen kdyz ndm zvladnete
dokazat jednu malickost. Necht 3 je binarni operace na konetné mnoziné M spliiujici nasledujici:

(i) % je komutativni

(ii) v M existuje prvek p takovy, ze pro viechny prvky z € M plati x %z =p

(iii) pro kazdé z,y € M existuje nejvyse jedno z € M tak, ze x %z =y

Necht n > 2 je pocet prvka M. Dokazte nam, Ze takova operace existuje pro nekone¢né
mnoho n.“

Uloha 4.5. Poté co se hrdinove dostali dovnit¥, §li temnou chodbou. Kar si zpival a Pikanta trochu
mrzelo, Ze se v pfibéhu objevi uz jen jednou. ,Podivejte, to je zvlastni pavucinal® vyhrkl Kar.
Pavuéina meéla tvar obdelniku s obéma thloptickami. , Vite, Ze kdyZz pavouk sedi v kterémkoliv
bodé na nékteré ze stran obdélniku, tak soucet kolmych vzdalenosti toho bodu od obou thlopticek
je vzdy stejny?“ Ukazte, ze ma Kar pravdu.

Uloha 4.6. Jak li, Pikant byl stale smutnéjsi a v tento moment se dokonce rozbrecel. Ostatni se
ale zaradovali, nebot uvidéli na zemi lezet dvojici redlnych ¢isel (ai00, b100) = (2,4). Kousek dal
byla (agg, bgg) a za ni spousta dalsich. Byla jich cela posloupnost. Také si v&imli, Ze posloupnost
splituje (@ni1,bnr1) = (V3an — bp, V/3b, + ay) pro n > 1. Jaky je soucet ay + by?

Uloha 4.7. Ne7 dogli k posledni dvojici, Srdénka zjistila, Ze ji superschopnosti pomalu opousti.
Stejné tak Kar. Kdyz dogli k posledni dvojici, sedél tam schopnosti a zloby zbaveny KiiZnel.
V8echna ¢isla uz pustil a jako omluvu dokézal pro Srdénku jedno zajimavé tvrzeni. ,Den mi
piipad4 kvadraticky, pokud jsme na svété k dni a existuje takové celé ¢islo a, ze 2017 | k—a?. Jiné
dny jsou nekvadratické. Srdénko, ty jsi o n dni mladsi. Nastane nékdy den, ktery bude pro nas oba
kvadraticky nebo pro oba nekvadraticky? Dokazal jsem, Ze tomu tak urcité nastane.“ Dokazete to
taky?

Bonusova tloha. Srdénku néhle chytlo u srdicka, Ze uz je Gplné bez schopnosti. ,UZ jsem zase
jenom oby¢ejna Libénka,“ Fekla smutné. Obycejny Matéj ji zacal utéSovat: ,Kdyz uz neméme su-
perschopnosti, tak si aspont mtzeme udélat kostym. Nebude to v8ak kostym pro superhrdiny, bude
to kostym pro metematiky.“ Navrhnéte, jak by mohlo vypadat tricko pro spravného matematika.

Sva feSeni posilejte na adresu:
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Ptirodovédecka fakulta MU
Kotlarska 2
611 37 Brno

nebo uploadujte na nasSich strankach:
http://brkos.math.muni.cz/
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