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RESENT 4. SERIE

(GEOMETRICKE NEROVNOSTI

ULOHA 4.1. Na vstupnich dvefich visi trojahelnikova cedule. V jejim vnitiku (ne v zZad-
ném z vrchold ani na hrané) je zatlu¢eny hacek. Hacek je spojeny provazkem se dvéma vr-
choly cedule tak, Ze hacek a tyto dva vrcholy tvofi trojuhelnik. Dokazte, Ze obvod tohoto
,provazkového trojuhelniku bude vzdy mensi nez obvod cedule, at uz hacek zatlu¢eme
kamkoliv.

Re$ENE. Vrcholy trojahelnikové cedule si BUNO ozna¢me A,B, C. Zatluéeny hacek pred-
stavuje vnitfni bod H trojahelniku ABC. Prtsecik pfimky AH a tsecky BC oznac¢me D.
Chceme dokazat:

|AB|+|BC|+|CA| > |AB| + |AH| + |BH|

Po odecteni dostaneme:
|BC|+|CA| > |AH| + |BH|

Nyni vyuzZijeme nasledujicich trojahelnikovych nerovnosti:
|HD|+|BD| > |HB|

|AC|+|CD|>|AD|=|AH|+ |HD|

Po jejich secteni dostaneme:
|HD|+|BD|+|AC|+|CD|>|HB|+|AH|+|HD|
V tuto chvili mtZeme odecist od obou stran:
|BD|+|AC|+|CD| > |HB|+ |AH|

Plati ale [BD|+|CD| = |BC|, dostavame tedy nerovnost: |[AC|+ |BC| > |HB| + |AH]|, cozZ jsme
chtéli dokazat.

ULOHA 4.2. Stfed kruznice vepsané libovolného trojuhelniku leZi uvnitf kruznice opsané.
Dokazte toto na prvni pohled zfejmé tvrzeni.

RESENT. Reseni podle Josefa Sourala: Ozna¢me O stfed kruznice opsané, r jeji polomér a
V stfed kruznice vepsané.

Nejdiive ukazeme, Ze vsechny vnitfni body trojuhelniku A ABC lezi uvnitf kruznice

opsané. Uvazme libovolny bod X lezici uvnitf trojahelniku A ABC. Polopfimka 0X pak
protina obvod A ABC alesporn v jednom bodé. Vzdalenéjsi bod od O pojmenujme P. Jeli-
koz |OX| < |OP|, stac¢i ukazat r > |OP|.

Bez Gjmy na obecnosti bod P lezi uvnitf strany AB. (Pro ostatni strany je dikaz analogicky
a pokud je bod P totozny s néjakym z vrchold, mame hned r = |OP| > |0X]|.) Bodem
P ved'me rovnobézku k OA, kterd protina pfimku OB v bodé Q. Trojuhelniky A OAB
a A PQB jsou podobné podle véty uu, jelikoz thly <OBA a <QBP jsou totozné a uhly
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<AOB a <PQB jsou souhlasné. Dostavame tedy [PQ| = |QB|. Z trojuhelnikové nerovnosti
dostavame |OP| < |0Q|+|QP|=|0Q|+|QB|=|OB|=r.

Ukazeme, Ze stfed kruznice vepsané V lezi uvnitf trojuhelniku A ABC. KruzZnice se do-
tyka asecky AB. Lezi v poloroviné ABC, nebo k ni opacné. Jelikoz se dotyka také asecky
AC, tak musi kruznice vepsana lezet v poloroviné ABC. Jeji stfed leZi v poloroviné ABC,
ale ne na hrani¢ni pfimce. Analogicky se ukaze, Ze V leZi v polorovinach ACB a BCA.
Proto bod V lezi uvnitf trojuhelniku A ABC.

Jelikoz V lezi uvniti trojahelniku A ABC a kazdy vnitfni bod je vnitfni bod kruznice
opsané trojuhelniku A ABC lezi bod V uvnitf kruznice opsané.

ULOHA 4.3. Vzor tvori tfi kruznice, které se protinaji v jednom bodé uvnitf trojahelniku
spojujiciho jejich stfedy. Na vybarveni vzoru byly pouzity tfi barvy - jedna pro plochy
mimo kruznice, druha pro plochy uvnitf pravé jedné z nich, a tfeti pro plochy uvnitf
pravé dvou z nich, tedy v priniku dvou kruznic. Ukazte, Ze vic barev potfeba nebylo,
tedy Ze neexistuje bod, ktery by lezel ve vnitfku vSech tifi kruznic.

RESENI. Spolec¢ny prusecik vsech tii kruznic oznac¢me P, stfedy kruznic ky, k;, k3 ozna¢me
poporadé A, B, C. Pfredpokladejme, Ze takovy bod existuje, ozna¢me si ho V. A nyni si
feSeni rozdélme na dvé moznosti.

Prvni mozZnost je, Ze bod lezi uvnitf trojuhelniku tvofeného sttedy kruznic. MZeme ho
spojit s vrcholy tohoto trojahelniku a nyni bude platit, Ze obsah tohoto trojahelniku mi-
Zeme napsat jako soucet obsaht téch tfi trojuhelniki, co nam takto vzniknou. Nyni po-
rovnejme obsahy trojuhelnikd ABP a ABV. Tyto dva trojuhelniky maji spole¢nou stranu
AB. Zaroven ale plati, ze V lezi uvnitf k;, tudiz |AV| < |AP|, protoze |AP| je polomér.
Stejné tak plati, ze |[BV| < |BP|. Z toho plyne, zZe obsah trojuhelnikd ABV je mensi nez ob-
sah trojuhelniku ABP. Analogicky to plati i pro dvojice trojuhelnikt ACV, ACP a BCV
a ACP; dostavame tedy ABV + ACV + BCV < ABP + ACP + BCP. Ale to je spor, protoze
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leva i prava strana této nerovnosti vyjadfuji obsah trojahelniku ABC.

Druha moznost je, Ze by bod V lezel mimo trojuhelnik ABC. Potom kdyz opét spojime
bod V s body A, B, C, dostaneme znovu tfi trojuhelniky ABV, ACV a BCV. Nicméné
tentokrat by dokonce muselo platit, Ze soucet jejich obsahti musi byt vétsi nez nez obsah
ABC, ktery si miiZeme napsat jako soucet ABP, ACP a BCP. Nicméné V ma byt porad
uvnitf vSech tfi kruznic, tudiz porad plati nerovnosti |[AV| < |AP|, |BV| < |BP| atd. Tudiz
trojuhelniky ABV, ACV, BCV jsou (postupné) mensi nez ABP, ACP,BCP, tudiz soucet
jejich obsahti nemtiZze byt vétsi nez obsah ABC.

Bod V tedy nemuze existovat.

ULOHA 4.4. Tento kaleidoskop ma kukatko, ve kterém se pfi kazdém otoceni objevi jiny
utvar. Pro kazdy takovy utvar plati, Ze jeho kazdé dva body maji od sebe vzdalenost
nejvyse 1. Zaroven pokud je néjaky bod vzdalen nejvyse 1 od kazdého bodu v Gtvaru, pak
je v utvaru také obsazen. Ukazte, ze pfi zadnych dvou otocenich neuvidime stejny utvar;
tedy Ze existuje nekone¢né mnoho nepodobnych ttvart, které se mohou v kaleidoskopu
ukazat.

RESENI. V tomto vzorovém feseni bych chtél pfiblizné nastinit myslenkové postupy,
které by potencialniho feSitele mohly navést ke spravnému feseni. Pro prehlednost si
ozna¢me obé podminky na hledané mnoziny ¢isly: ¢islem (1) budu znacit podminku, zZe
kazdé dva body od sebe maji vzdalenost nejvyse jedna. Cislem (2) budu oznacovat pod-
minku na maximalitu, tedy Ze pro kazdy bod vzdalen nejvyse jedna od kazdého bodu v
utvaru plati, Ze je v Gtvaru obsazen. (Mimochodem, tato podminka je ekvivalentni tvr-
zeni, zZe pro libovolny bod, ktery neni obsazen v utvaru plati, Ze od néjakého bodu z
utvaru ma vzdalenost vétsi neZ jedna.)

Na zacatek udélejme par pozorovani. Chtéli bychom zjistit, jak Gtvar vyhovujici zadani
viubec miize vypadat. Pfedstavme si tedy néjakou mnozinu nahodné rozhazenych bodt
v roviné. Prvni pozorovani je, Ze kdyby se v této mnoZiné nachazely dva body, které
by mély vzdalenost vétsi nez jedna, automaticky by nam byla poruSena podminka (1).
Odted tedy predpokladejme, Ze v nasi mnoziné maji kazdé dva body vzdalenost nejvyse
jedna.

Zopakujme si nyni definici konvexnosti. Rovinny atvar je konvexni, pokud s kazdymi
dvéma svymi body obsahuje i tsecku jimi urcenou. Vime, zZe prinik libovolnych konvex-
nich atvard musi byt také konvexni atvar. Pro¢? Uvazme dva body z tohoto priiniku. Oba
musi byt obsazeny v kazdém z pronikanych utvard, jinak by se v priniku neocitly. Pro-
toze kazdy z pronikanych atvartd je konvexni, obsahuje i tsecku uréenou témito dvéma
body. ProtozZe tuto usecku obsahuje kazdy z pronikanych Gtvarii, musi byt obsaZena i v
jejich priniku. Proto prunik konvexnich atvarti musi obsahovat s kazdymi svymi dvéma
body i Gsecku mezi nimi, a tedy splnuje definici konvexnosti.

Vratme se k nasi ptivodni tvaze. Nyni si v nasi mnoziné bod vyberme libovolné dva vy-
znacné body. Vime, Ze oba dva maji vzdalenost nejvyse jedna od vsech ostatnich bodt v
utvaru, i od sebe navzdjem. To znamena, Ze kdybychom v kazdém bodu z Gtvaru kromé
nasich dvou vyznac¢nych bodu sestrojili kruznici s polomérem 1, budou nase vyznacné
body oba lezet v kazdé z téchto kruznic. To neni nic jiného, nez Ze budou lezet v priiniku
vsech téchto kruznic. Vime (tak néjak intuitivné, da se samoziejmé dokazat, ale to neni
predmétem této ulohy), ze kruznice je konvexni atvar. Proto musi byt (podle predchozi
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uvahy) i prunik libovolnych kruznic konvexni atvar. To znamena, zZe pranik vsech kruz-
nic bude s nasimi dvéma vyzna¢nymi body obsahovat i isecku mezi nimi. Tedy vime,
ze kazdy bod na této usecce ma vzdalenost nejvyse jedna od vsech ostatnich bodi nasi
mnoziny. Od obou vyzna¢nych bodi ma vzdalenost nejvyse jedna, jelikoz tyto body jsou
od sebe vzdaleny nejvyse jedna a tento bod lezi na Gise¢ce mezi nimi. A od vSech ostatnich
bodl ma vzdalenost nejvyse jedna, jelikoz lezi v pruniku kruznic, které maji polomér 1
a sttedy ve vSech téchto ostatnich bodech mnoziny.

Co nam tyto avahy fikaji? Pfedstavme si mnozinu bodi, kterd spliiuje podminku (1).
Dokazali jsme, ze aby byla splnéna i podminka (2), musi tato mnozina nutné s kazdymi
svymi dvéma body obsahovat i tsecku mezi nimi. To je ale pfesné konvexnost! Tedy na-
jednou se nam zacina rysovat predstava o tom, jak budou nase hledané mnoziny vypadat.

Tady si dovolim mensi odbocku. Pokud si néktefi z vas mnoZzinu splniujici podminku (1)
predstavovali jako mnozinu disjunktnich bodt (ozna¢me naptiklad X), mtzou byt ted
mirné zmateni. Kdyz pfece k mnoziné X pridam tsecku mezi kazdymi dvéma body z
této mnoziny, nezarucuje mi to, Ze vznikne konvexni utvar! Je to pravda. Nicméné jsme
dokazali, ze pokud atvar splnujici podminku (1) nebude konvexni, tedy nebude obsaho-
vat néjaky bod z tsecky mezi dvéma jeho body, nemtize spliiovat podminku maximality
(2). Tedy konvexnost je nutna pro to, aby néjaky atvar splnil podminky ze zadani. V pri-
padé mnozZiny disjunktnich bodt X by se to vyfesilo tak, Ze v prvnim kroku pfidame
mezi kazdé dva body utvaru i usecku mezi nimi. Vznikne vétsi mnozina. Ve druhém
kroku udélame Gplné to stejné s touto vétsi mnozinou. Pokud tento proces "zkonvexo-
vani'provedeme dostate¢né mnohokrat, vznikne nam konvexni Gtvar, kterému fikame
konvexni obal mnoziny X. Ekvivalentné se da charakterizovat jako prinik vSech konvex-
nich mnozin, které obsahuji mnozinu X. Ma zajimavé uplatnéni ve fyzice - téléso polo-
je obsazen v konvexnim obalu mnoziny opérnych bodt télésa (bodii, ve kterych téleso
prijde do styku se zemi).

Jesté, nez se pustime do hledani atvart ze zadani, zavedeme nasledujici pojem, ktery nam
pozdéji pomuze: Necht r € R*. O néjakém rovinném uatvaru fekneme, Ze je r-konvexni,
jestlize kazdé dva jeho body A, B maji vzdalenost nejvyse 2r a zaroven tento Gtvar obsa-
huje s kazdymi dvéma svymi riznymi body A, B i priinik obou kruht, které jsou ohra-
ni¢eny kruznicemi s polomérem r prochazejicimi body A, B. Pokud maji dva body A, B
vzdalenost pravé 2r, musi dany Gtvar obsahovat cely kruh s primérem AB.

Vidime hned, Ze r-konvexnost je silnéjsi podminka, nez bézna konvexnost. Plati zfejmé,
ze kazdy r-konvexni atvar je konvexni. Dokazme nyni na prvni pohled zfejmé tvrzeni,
ze kruh s polomérem r je r-konvexni.

Cilem je tedy dokazat, Ze kruh s polomérem r obsahuje s kazdymi dvéma svymi body i
prunik obou kruhd, které maji polomér r a jejichz hrani¢ni kruznice témito body pro-
chazi. Pro pfehlednost budeme dale v textu oznacovat tento prinik jako r-bublinku ur-
¢enou dvéma body A, B.

Nejprve zvazme piipad, kdy oba body A, B vybereme na kruZnici ohranicujici ptivodni
kruh. Z definice je r-bublinka urcena témito dvéma body prinikem dvou kruht s po-
lomérem r, jejichZ hrani¢ni kruznice prochazi obéma témito body. Ale jeden z téchto
kruhti je pfimo nas ptivodni kruh. Tedy r-bublinka uréena dvéma body na hranici kruhu
je prunikem tohoto kruhu s jinym kruhem. Nutné musi byt tedy podmnozinou ptvod-
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niho kruhu.

Uvazme tedy pfipad, kdy alespon jeden z bodl A, B lezi uvniti kruhu s polomérem r.
Pak sestrojime jednu z hrani¢nich kruznic s polomérem r, ktera prochazi obéma body
A, B. Musi se s kruznici ohranicujici ptivodni kruh protnout ve dvou bodech. Tyto body
urci r-bublinku, ozna¢me ji X, ktera podle pfedchoziho bodu bude nalezet do ptivodniho
kruhu. Stejny proces provedeme s druhou kruznici s polomérem r, ktera prochazi body
A, B, a ziskame tak druhou r-bublinku, ozna¢me ji Y, ktera nalezi do ptivodniho kruhu.
Body A, B urcuji r-bublinku, ktera bude prinikem r-bublinek X a Y. Jelikoz r-bublinky
X a Y lezi v pivodnim kruhu, bude jejich prinik také lezet v pavodnim kruhu. Tedy
celkem bude r-bublinka urcena libovolnymi dvéma body kruhu s polomérem r lezet v
tomto kruhu, a proto je kruh s polomérem r r-konvexni.

Vratme se ke hledani atvart ze zadani. Nyni uz vime, Ze hledané Gtvary musi byt kon-
vexni. Pozor - nestaci pouze, aby utvar splnoval podminku (1) a byl konvexni - pred-
stavte si ¢tverec o délce strany tieba %, ten urcité nesplriuje podminku maximality (2).
Podminka konvexnosti za predpokladu (1) je tedy pouze nutna, nikoliv dostacujici. Vy-
baveni pfedchozimi znalostmi pfemyslejme, jak mize vypadat konvexni mnozina vyho-

vujici zadani. Po chvilce pfemysleni nds miize napadnout néasledujici konstrukce:

Uvazujme pravidelny (2n+ 1)-thelnik, kde n € N, pficemz délka jeho nejdelsi ahlopficky
je rovna jedné. Mizeme jeho vrcholy oznacit cyklicky jako AgA; ... Ajy,. Sestrojme (2n+1)
kruznic tak, Ze maji stfedy ve vrcholech A;, polomér roven jedné a lezi na nich vrcholy
A Aiins (samoziejmé indexy bereme modulo (211+1)). Velikost asecky A;A;,, je rovna
jedné, jelikoz je pravé nejdelsi uhlopfickou v tomto (21 + 1)-thelniku. Pfesvéd¢me se, ze
utvar vznikly prinikem kruht ohranic¢enych témito (2n + 1) kruznicemi bude spliniovat
podminky ze zadani.

Nejprve maximalita (2). Uvazme libovolny bod A lezici mimo popsanou mnozinu. To zna-
mena, ze nelezi v priniku vsech popsanych kruht. Tedy existuje kruh, od jehoz stredu
ma dany bod vzdalenost vétsi nez jedna. Ale stfed tohoto kruhu patfi do nasi popsané
mnoziny, tedy bod A nemtze patfit do nasi mnoziny. Podminka maximality je tedy do-
kazana.

Nyni vzdalenosti bodti. Vyberme si libovolny bod naseho utvaru. Ten musi mit jisté
vzdalenost od vSech vrcholt pravidelného (2n + 1)-Ghelnika nejvySe jedna, jelikoz lezi
v priniku kruznic s poloméry jedna a stfedy v pravé téchto vrcholech. To znamena,
Ze sestrojime-li kruh s polomérem 1 v tomto vyznaceném bod¢, pak bude obsahovat
vsechny vrcholy pravidelného (2n + 1)-Ghelnika. Protoze je kruh konvexni atvar, bude
obsahovat i konvexni obal téchto (2n+ 1) bodd, coz je presné cely (2n+1)-thelnik. Zbyva
ukazat, Ze tento kruh bude obsahovat i ¢asti sestrojeného utvaru, které nelezi uvnitf pra-
videlného (271 + 1)-Ghelnika. Ale my vime, zZe kruh s polomérem 1 je 1-konvexni. Tedy
musi s kazdymi dvéma body obsahovat i 1-bublinku jimi ur¢enou. Zejména musi tento
kruh obsahovat i 1-bublinky urcené kazdymi dvéma sousednimi vrcholy pravidelného
(2n+ 1)-thelnika. Ale sjednoceni vsech téchto bublinek a pravidelného (21 + 1)-Ghelnika
nam dava cely atvar, tedy kruh musi obsahovat cely atvar! A protoze kruh s polomérem
1 sestrojeny v libovolném bodé daného Gtvaru obsahuje cely Gtvar, plati, ze kazda dvojice
bodii v tomto Gtvaru ma vzdalenost nejvyse 1. Podminka (1) je tedy dokazana.

Pro rtizna n € N budou vysledné utvary jisté nepodobné, jelikoz budou ohraniceny raz-
nymi pocty kruznicovych obloukt. Zaroven tato konstrukce funguje pro libovolné n € N,
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kterych je nekone¢né mnoho, tedy i hledanych atvart bude nekonecné mnoho. Na ob-
razku jsou priklady téchto Gtvarti pron=1an=2.

\_/\_/

ULOHA 4.A. Prostirani ma tvar Ctverce a je sestavené z mensich ¢tvercovych ¢asti, vsech
stejné velikosti. Da se mimo jiné prestavét na obdélnikové, které ma jednu stranu o 6
dilka delsi, nez druhou. Kolik dilki ma strana ptivodniho ¢tvercového prostirani? Na-
jdéte vsechna mozna feseni.

RESENT. Redime rovnici a® = b(b + 6).

a’ =b(b+6)

a’> =b%>+6b

a?=(b+3)*-9
(b+3)?>-a*=9

(a+b+3)(b-a+3)=9

Soucin dvou celych ¢isel da ¢islo 9. Nejprve si vSimnéme, ze ¢islo a+b+ 3 je kladné, proto
hledame soucin dvou pfirozenych c¢isel. Déle si vSimnéme, zZe ¢islo a + b + 3 je ostfe vétsi
nez Cislo b —a + 3. Hledana dvojice tedy musi byt (9, 1). Dostaneme tedy dvé rovnice:

at+b+3=9
—-a+b+3=1

Vytesenim dostaneme (a,b) = (4,2). Pivodni ¢tverec ma tedy délku strany 4.

ULOHA 4.B. Opéradlo zidle je sloZeno ze Ctyt ¢tverch positych latkou. Dokazte, Ze kazdé
tehdy koupitelné (tedy celociselné) mnozstvi latky jde rozdélit do ctyr ¢tvercii s celoci-
selnou hranou (jinymi slovy dokazte, ze kazdé nezaporné celé ¢islo umime napsat jako
soucet ¢tyf druhych mocnin celych cisel).

Uloha sama o sobé neni snadna, ale pokud vyuZijete skute¢nost, Ze kazdé nezaporné celé
¢islo umime napsat jako soucet tfi druhych mocnin celych cisel pravé tehdy, kdyz nelze
rozlozit na soucin 4”(8k + 7) pro zadné prirozené r a k, urcité to zvladnete :).
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RESENi. Prvné se podivame na ¢isla n takova, ktera nelze vyjadrit ve tvaru 4’ (8k +7), pro
r,k € N. Ze zadani vime, Ze tato cisla Ize zapsat jako soucet tfi druhych mocnin celych
&isel a + b? + 2. Jako soucet ¢tyt druhych mocnin je tedy zapiseme jednoduse jako a® +
b2 +c? +02.

Zbyva nam tedy vyfesit ¢isla n = 4"(8k + 7), pro r,k € N. Vidime, Ze vSechna tato ¢isla
jsou délitelna ¢tyfmi, ¢islo n — 1 ¢tyfmi délitelné jisté neni, tj. lze zapsat jako soucet tii
druhych mocnin celych ¢&isel a® + b2 + 2. Cislo n Ize tedy zapsat jako a? + b? + c? +12.

ULOHA 4.c. Hra ma tvar pravidelného Sestithelniku sestaveného z 54 trojahelnikovych
dilkd. K hraci desce patfii vyfezavané figurky, které se daji umistovat na jednotlivé dilky.
V pravidlech hry je psano, zZe kazda z nich "pokryva’ vSechny dilky v radach, ve kterych
stoji, i vSechny sousedici alesporn rohem (viz nakres). Z hraci desky v tomto obchodé se
casem jeden z dilkt ztratil, ma jich tedy jen 53. Kolik nejméné figurek byste potfebo-
vali umistit, aby pokryly vSechny neztracené dilky? Umisténi ztraceného dilku si mtiZzete
zvolit sami.

RESENT. Hraci plochu bez jednoho dilku jde pokryt tfemi figurkami viz obrazek.

Ted staci dokazat, Ze to nejde pokryt jednou a dvémi figurkami a mame hotovo. Nejdfive
si povSimnéme, Ze na hracim poli je pouze Sest poli takovych, Ze kdyz na ni figurku po-
stavime, bude zakryvat odliSny pocet poli.

INOIN
JAVAVAVAVAN
G
NVAVAVAVAYS

E
D F

Figurka na pozici A zakryje nejvice poli, konkrétné 31 a to nestaci (31 < 53). Jedna fi-
gurka tedy pole nepokryje.
Dale budeme zkoumat pouze 30 poli po okraji.

BRKOS Team



XXIX. ro¢nik BRKOS 2022/2023

e
Ko
\VAVAVAVAVA
\VAVAVAV

Z téchto 30 poli bychom potiebovali prekryt alespon 29 poli (ztraceny dilek by byl na
okraji). Zjistime, kolik poli na kraji zakryva figurka postavena na dané pozici A,B,C,D,E
aPl
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Nejvice okrajovych poli pokryje figurka na pozici D a to 14. Pokud by obé figurky staly
na pozici D, 29 krajnich poli nezakryji. Zakryvaji 14 + 14 = 28 poli, pfitom nékteré z
nich se navic prekryvaji (je pole, které je pokryto obéma figurkami), takze celkovy pocet
pokrytych poli je vzdy dokonce mensi nez 28.

ULOHA 4.p. Skfinka je na vrchni strané oznacena prvocislem, ozna¢me ho p, a sklada se z
ptihradek ocislovanych postupné viemi piirozenymi ¢isly k nesoudélnymi s p* mensimi
nez p3. V prihradce s ¢islem k je tolik predméti, kolik je nezapornych feseni rovnice

kx = x (mod p°)
mensich nez p3. Urlete pocet pfedmét v celé skfirice.

Poznamka pro fesitele, co nerozumi uvedené rovnici: nezoufejte, jedna se pouze o zjed-

noduseny zapis tvrzeni ,kx dava stejny zbytek jako x po déleni p3“.

RESENT. K vyfeSeni této ulohy vyuZijeme tzv. Eulerovu funkci, ktera se znaci ¢. Ta pro
libovolné prirozené ¢islo n urci, kolik existuje prirozenych ¢isel mensich nez n, ktera jsou
s n nesoudélna. (Nesoudélnost dvou prirozenych c¢isel m, n znamena, ze cisla m, n nemaji
kromé 1 zadného jiného spole¢ného délitele, tedy ze 1 je jejich nejvétsi spole¢ny délitel,
coz znacime (m, n) = 1.) Napriklad trivialné mame, zZe 1 je nesoudélna s libovolnym jinym
prirozenym cislem n, jelikoZ nejvétsi spolec¢ny délitel (1,n) = 1.

Zkusme si nejprve spocitat Eulerovu funkci pro néjaké prvocislo p. Vime, ze kazdé pr-
vocislo ma pravé dva délitele - jednicku a sebe samo. Kdyby mélo byt s néjakym jinym
piirozenym ¢&islem n soudélné, muselo by prvodislo p také délit ¢islo n. Zadného jiného
spole¢ného délitele kromé jednicky mit nemohou, protoze p zadného jiného netrivialniho
délitele kromé p nema. Proto musi byt se vSemi ¢isly mensimi nez ono samo nesoudélné
- prvocislo p totiZ nemiize délit Zadné ¢islo mensi nez p. Ziskavame tedy, Ze ¢(p) =p — 1.

Dile spoc¢téme hodnotu Eulerovy funkce pro néjakou mocninu prvodisla, naptiklad p*.
Abychom zjistili, kolik existuje ¢isel mensich jak p¥, ktera jsou s p* nesoudéln4, staci od
pk odedist viechna ¢&isla mensi nebo rovna p* s nim soudélna. To budou vechna ¢isla,
které jsou délitelna prvocislem p. Kdyz si piedstavime ¢isla od 1 do p* zapsana do fady,
je lehké se presvédcit, ze délitelné prvocislem p bude kazdé p-té ¢islo, a celkem jich tedy
bude %k = pk=1. Celkem ziskavame, ze ¢p(p*) = p*¥ —pF1 = pF-1.(p-1).

Pustme se do feSeni samotné tlohy. Vime, Ze celkem mame ¢(p®) = p?(p—1) ptihrddek ve
skiini. Upravme si kongruenci na tvar (k—1)x = 0 (mod p?). Nyni postupné rozebereme
véechny piipady podle toho, jaky je nejvétsi spolecny délitel &isel p® a k — 1, a prihradky
ve skfini si tak pfehledné rozdélime do ¢ty disjunktnich skupin.

Uvazme nejprve ptipad, kdy (p>k — 1) = p. Poté se da &islo k zapsat jako k = ap + 1, kde
(a,p®) = 1. Vime, Ze a nesmi byt vétsi nez p?, aby k nebylo vétsi nez p3, a také (a,p3) = 1.
Takovychto a bude existovat pravé ¢(p?) = p(p—1). Tudiz bude existovat p(p—1) ptihradek
s tou vlastnosti, Ze (p3,k — 1) = p. Pro kazdou z téchto ptihradek bude existovat pravé
p — 1 ptirozenych ¢isel x mensich nez p3, kterd budou spliiovat kongruenci (k- 1)x = 0
(mod p?) - budou to pravé ptirozena ¢isla mensi nez p3, ktera jsou nasobky p?. Protoze
nas ale zajimaji nezaporna feseni rovnice, je potfeba zapocitat i nulu. Celkem tedy tyto
ptihradky pti¢tou do vysledného souctu p(p—1)-[(p—1)+1]=p(p—-1)-p =p?*(p-1).
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Dale uvazme ptipad, kdy (p3,k — 1) = p?. Stejnou Gvahou jako v piedchozim bodé zjis-
time, Ze takovychto k mensich neZ p? existuje p — 1, tedy méame p — 1 ptihradek s touto
vlastnosti. Pro kazdou z nich (opét podobné jako v pfedchozim bodé) bude existovat
p? — 1 ptirozenych ¢isel mensich nez p3, ktera budou spltiovat kongruenci (k—1)x = 0
(mod p?) - budou to pravé prirozena ¢isla mensi neZ p3, ktera jsou nasobky p. Opét ne-
smime zapomenout na nulu - celkem tedy tyto prihradky pfi¢tou do vysledného souctu

(p=1)-[(p> =D +1]=(p-1)-p>=p*(p-1).

Nyni uvazme piipad, kdy (p3,k—1) = p3. Takové k bude existovat pouze jedno, a to k = 1.
Pro hodnotu k = 1 budou véechna nezaporna cel4 ¢isla mensi nez p3 fesit kongruenci (k-
1)x =0 (mod p3), tedy celkem tento piipad do vysledného souctu piispéje p* predmétii.

Nakonec zvazme piipad, kdy (p3,k — 1) = 1. Skiin celkem obsahuje ¢(p®) = p?(p — 1)
prihradek. Stac¢i nam od tohoto poctu tedy odecist vSechny prihradky, které jsme jiz v
predchozch trech pripadech zapocitali. Téchto prfihradek tedy bude existovat celkem
p?’(p—1)-p(p-1)-(p-1)-1. Kongruenci (k- 1)x = 0 (mod p3) v tomto piipadé bude
splfiovat jediné nezaporné celé ¢islo mensi neZ p3, a to nula. Tyto ptihradky tedy do vy-
sledného souctu piispéji p?(p—1)-p(p-1)—(p—-1)-1.

Je jasné, Ze pro cislo prihradky k Zadny jiny pfipad, neZ ¢tyfi vySe zminéné, nemize
nastat. Stac¢i nam tedy pouze secist dil¢i mezivysledky jednotlivych pfipadi a ziskavame,
ze celkem bylo v celé skiinice p?(p—1)+p*(p—1)+p3+p*(p—1)-p(p—1)—(p—-1)-1 = 4(p>—p?)
predmétt.
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