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RESENT 3. SERIE

P-VALUACE

ULoHA 3.1. Necht p,q jsou prvocisla. Urcete (v zavislosti na p a g) nejvyssi mocninu p
takovou, ze déli vyraz (p?+q)(q” +p).

(pOvopni zapANi: Klarka hraje hru pro maximalné (p? + q)(q” + p) hraca, kde p,q jsou
prvocisla. V prvnim kole pfizve ke hie p — 1 dalSich orgt. V kazdém kole ptrizve kazdy
ze soucasnych hract (p — 1) svych kamaradu. Kolik kol budou hrat (tedy kolikrat mohou
takto zvysit pocet hracu)? )

ke$Eni. Hleddme p-valuaci vyrazu (p9 + q)(gP + p). Ulohu si rozdélim na dva ptipady:

1. p2gq
vp(p?+q)(q” + p)] = vp(p? +q) + v, (P +p)
Pro (p9+q)i(qP+p)je vidy jeden ze s¢itancti délitelny p a druhy ne, proto v, (p7+q) =
0 a v,(g” +p) = 0. v,[(p7 +g)(q° + p)] = 0+ 0 = 0; nejvy3si mocnina p délici vyraz
(p?+q)(g* +p) kdyz p # q je nultd mocnina.

2.p=q
vp[(p? +q)(q” +p)] = v, [(p? + p)(pP +p)]
(p” +p)(pP +p)=p*(p"' +1)?
Zavorka (pP~!+1) neni délitelna p, proto vp[(p1+4q)(gP+p)] = vp(pz)+vp((pl"‘1 +1)?) =
2+0 = 2. Nejvyssi mocnina p délici vyraz (p9+q)(g” +p) kdyz p = g je druha mocnina.

Odpovéd je tedy nultd mocnina v pfipadé p # g a druhd mocnina v pfipadé p = 4.

ULoHA 3.2. Tonda rad riskuje, a tak si kazdy patek zajde do hazardni herny. V rohu tam
stoji automat s tlac¢itky ocislovanymi 0 az p—1, kde p je prvocislo. V kazdém hernim kole
nahodné zobrazi na obrazovce ¢islo N. Tonda pak vymacka posloupnost N + 2 tlacitek
(ozna¢me ji k_1,kg..., ky, kde k; ma hodnotu i-tého zmacknutého tlacitka), na zakladé
které automat rozhodne, zda vyda vyhru. Po uplaceni programatora automatu zjistil,
ze vyhru vyda pravé tehdy, kdyz

;&
Vp[l_7+ Zk,,-p”]:N+1.

n=-1

Poradte mu strategii v zavislosti na N.

N

RESENI. OznaCme si S = 117 + 2 =1 kup". Jestlize v,(S) = N + 1, znamena to, Ze existuje

celé ¢islo a nesoudélné s p takové, ze S = apN+!

1
p
musi byt celé ¢islo. Jelikoz k_; € {0,..,p — 1}, nutné k_; = p — 1. Tedy

. Pfedevsim tedy S musi byt celé ¢islo:
rozepiSeme-li si S = < + k?l + Zi\[:o k,p", kde zbyvajici suma je zjevné celociselna, do-

v 14k
staneme, ze

N
S=1+),_okup"
Nyni indukci ukazeme, ze vsechna k,, musi byt rovna p — 1. Pro n = —1 jsme to jiz uka-
zali. Pfedpokladejme, Ze nyni tvrzeni plati pro vSechna n € {-1,0,..., 1y}, kde np <N, a
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ukazeme, Ze tvrzeni platii pro ny+ 1. Upravme si nase S:

ny N
S:1+Z(p—1)p”+ Z k,p"
n=0

n=ny+1
N
=1+(p-1)(1+p+-+p™)+ ) kyp"
n=ny+1

no+1 N
=1+@—1%p0_; £ ) kap”

P n=ny+1

N
_pn0+1+ Z kp"
n=ny+1

(V upravach jsme pouzili vzorec pro soucet ¢lenti geometrické posloupnosti.) Pokud
ng+1 <N, mame

N
S=(1 +kn0+l)pn0+l +pn0+2 Z knpn—no—Z.

n=ny+2

Jelikoz zaroven S =apN*!, coz je vyraz délitelny p™*2, musi p™*? délit i vyraz (1 +

ku,+1)p™*!. To je oviem mozné jen tehdy, pokud p|(1 +k; 41), tedy nutné k,, 1 =p—1.

Pokud 1y +1 = N, dostaneme S = (1 +ky)p". Aby tento vyraz byl roven ap™N*!

1 +ky délitelné p, a tedy opét k,, .1 =ky =p—1.

, musi byt

Tim jsme dokoncili ditkaz indukci. Poznamenejme, Ze existuje alternativni argument’,
ktery ovsem vychazi z toho, Ze uz mame tip, Ze feseni je k, = p — 1. TotiZ pokud si za pro
vSechna n dosadime k, = p— 1, dostaneme

N N+2 _q

1 . 1 p
il -1 = -1)-
p+@ )E p p+w )

N+1.
p(p-1)

=p

N+1

Tedy pokud pro néjaké n plati k, < p—1, mame S < pN*!, coZ je ale spor: pN*! je nejmensi

¢islo s p-valuaci N + 1.

ULOHA 3.3. Prvociselny pocet fesiteld BrKoSu hraje hru, ktera obsahuje x cervenych
a y zlutych vyhernich Zeton@, kde x,y jsou licha cela ¢isla. Celkem je v banku
x10-x8y2—x298 4910 Jetond, hraje se na nékolik kol. V kazdém kole jeden z hracti vyhraje
a vezme si k sobé presné ’%—nésobek Zetonu aktualné v banku, p znaci pocet hraca. Hra
kon¢i ve chvili, kdy v banku zbude pocet Zetont nedélitelny p. Pro kazdé mozné p urcete
nejmensi pocet kol, ktery hra miize mit.

RESENI. Pocet Zetonl v banku si oznac¢ime jako X. Po prvnim kole v banku ztstane %
Zetonl. Aby bylo tedy prvni kolo odehrano, musi byt X délitelné nasim prvocislem p.

Po druhém kole bude v banku % a po n-tém kole % zetonu. Hledame, kolik kol 1ze

NS T - 10 _,8.2 .28, 10 2 : ‘e
minimélné odehrat, tzn. vy[x"" - x°y* - x“y° + y"7]. Tento vyraz si upravime:

! pfebirdm od Danci Strnadové :)
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vp[x10 = x8p? —x2yB + p10) = v, [(x +9)2 (x = )? (x? +97) (x* + %)) =
= 20,(x + 1) + 20, (x = 9) + v, (x? + p?) + v, (x* + p*)

Miuzeme si vSimnout, Ze kdyZ nyni dosadime x = p a y = 1, dostaneme:
2v,(p+1)+2v,(p—1) +vp(p2 +1) +7/p(p4 +1)=0

Vidime tedy, Ze nemusi byt odehrano ani jedno kolo, tedy minimalné Ize odehrat o kol.
Toto plati pro vSechna prvocisla p > 2. Pro p = 2 to musime vyfesit zvlast, protoze x a y
jsou ze zadani licha.

Oznac¢me si tedy x = 2k+1 a y = 2/+1. Nyni se postupné koukneme na 2-valuace v,(x+7v),
va(x =), v2(x? +7), va(x* + %),

Vo(x+v) =122k +21+2)=1+vy(k+1+1)
Vo(x—y) =v(2k-21) =1+ vy(k—1)

Muzeme si vSimnout, Ze vzdy pravé jedno z ¢isel k+1+ 1 a k—1 bude délitelné dvéma.
(Pokud jsou obé suda nebo obé licha, bude k — I sudé, pokud je jedno liché a druhé sudé,
bude to naopak.) Tedy 2v,(x +v) + 2v,(x —p) > 6.

Vy(x2+92) = vy (4k? + 2k + 412 + 21+ 2) = 1 + v, (2k> + k + 212 + 1 + 1)
vy (x* + %) = vy (16k* + 32k + 24k% + 8k + 161* + 3213 + 241 + 81 + 2) =
1+vy(8k* +16k3 + 12k* + 4k + 81* + 1613 + 1217 + 41 + 1)

Nyni kdyz budou mit k a [ stejnou paritu (tzn. budou bud obé suda, nebo obé licha),
bude v,(x? +y?) = 1 a vy(x* + y*) = 1. Pokud budou mit k a I riznou paritu, tato hodnota
se nezmensi. Minimalni hodnota vyrazu = 2v,(x + )+ 2v,(x — y) + v5 (x> + p2) + vy (xt + y4)
bude tedy 8.

Pokud bude tedy pocet hract 2, odehraje se minimalné 8 kol a pokud bude pocet hraca
vy$si, nemusi se odehrat zadné kolo.

ULOHA 3.4. NechtneN,ay,...,a, jsou pfirozena. Ozna¢me X = [(ay,a,),(ay,a3),...,(a,,a1)],
Y =([ay,a;5],[ap,a3),...,[a,,a1]); kde (by,...,b,) znaci nejvétsi spolecny délitel a [by,...,b,]
nejmensi spolecny nasobek.

Martin s Vitkem hraji hru. Martin zvoli ¢islo n a Vitek pak ¢isla ay,...,a,,. Martin vyhraje
pokud X|Y nebo Y|X. Najdéte vSechna takova n, ze kdyz je Martin zvoli, urcité vyhraje
bez ohledu na ¢isla ay,...,a, vybrana Vitkem.

RESENi. Pro n =1 jisté X =Y, tedy vyhraje Martin. Stejné tak zvitézi v pripadé n = 2:
tady totiz dostaneme X = (ay,a;) a Y = [ay,a,], a tedy X|Y. Pfredpokladejme tudiz dale
n>2.

Ukazeme, Ze pro n > 2 Martin vyhraje, pravé kdyz »n bude liché. Necht nejprve n > 2 je
sudé. Ukazeme konkrétni priklad, kdy vyhraje Vitek®: volme a; = 9,4, =6,a3 =as =--- =

2Pfiklad je prevzaty z feeni Viktory Goly :)
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a,.1=1,a4=a¢="---=a, = 2. Potom:

=[(9,6),(1,2),...,(1,2)] =[3,1,..,1] = 3,
=([9,6],[1, 2] J[1,2]) = (12,2,...,2) = 2.

Jelikoz dvojka a trojka jsou c¢isla nesoudélna, Vitek vitézi.

Nyni predpokladejme, ze n > 2 je liché. Ukazeme sporem, ze vzdy Y déli X, a tedy vy-
hrava Martin. Z ¢asti 3 Véty 1 ve studijnaku vime, ze Y|X, pravé kdyz pro kazdé prvocislo
p plati v,(Y) < v,(X). Pro spor tedy budeme predpokladat, ze existuje prvocislo p a ¢islo
k € N takove, ze v,(Y) > k, k > v,(X). Ze studijniho textu mizeme odvodit pro libovolné
prvocislo p nasledujici rovnosti:

Up (X) = max(vp((alr az)), s vp((anl ay))) = max(min(vp(al ), vp(“Z))’ ey min(vp(an)f vp(al )
p(Y) =min(vy([ay,az]), ..., vp([ay,a1])) = min(max(v,(ar),vy(az)), ..., max(vy(a,), vp(ar))).

Ptedpoklddejme, Ze z nasich n &isel ay, ..., a, méa nadpolovi¢ni vétsina — tedy alespon 5t

— p-valuaci vétsi nebo rovnu k. Potom ovSem v alespon jedné z dvojic (ay,a5;),.. (an,al)
budou obé¢ ¢isla mit p-valuaci vétsi nebo rovnu k (pokud by bylo v kazdé dvojici nej-
vyse jedno, bylo by jich nejvyse 7, jelikoZ dvojic je n a kazdé ¢islo je ve dvou dvojicich).
Oznacme si tato Cisla jako a;,a;,1; potom v,(X) > min(v,(a;),vp(a;41) > k, coz je spor s
nas$im predpokladem.

V opacném pripadé ma nadpolovi¢ni vétsina cisel ay,...,a,, p-valuaci mensi nez k, tedy v
alespon jedné z dvojic (ay,4a3),..., (a,,a1) jsou dvé ¢isla s p-valuaci mensi nez k. Ozna¢me
si tato Cisla jako aj,a;,1. Potom v,(Y) < max(vy(aj,aj,1)) < k, coz je opét spor s nasim
predpokladem.

Celkem tedy dostavame, Ze Martin zvitézi, pravé kdyz je n liché nebo rovno dvéma.

ULOHA 3.A. Dalibor navrhuje hru. Na hernim planu ma 2022 bazénti. Chtél by mezi nimi
nakreslit tobogany tak, ze se da z kazdého dojet soustavou tobogant do jakéhokoli jiného.
Je ale liny a nechce se mu kreslit vice nez musi. Kolik nejméné toboganti musi nakreslit?
(Pozn. tobogany jsou jednosmérné.)

RESENi. Bazény si ocislujeme 1 az 2022. Vzhledem k tomu, Ze jsou tobogany jedno-
smérné, musi do kazdého z bazént vést alesporni 1 tobogan (jinak se do néj prosté neni
jak dostat). Dolni limit pro pocet tobogant je tedy 2022. Pokusme se dokazat, zZe je to
téZ hledana hodnota a to nalezenim konkrétniho feSeni. Pomérné jednoduse nas miize
napadnout, Ze z tobogant Ize vytvorit cyklus - z kazdého bazénu ¢islo n povede tobogan
do bazénu ¢islo n + 1 a z bazénu 2022 opét do bazénu 1.

MiiZeme se takto dostat z bazénu 1 opét do bazénu 1, pfi¢emzZ pfi tom projdeme vSechny
bazény. Uloha je hotova, musime vytvorit nejméné 2022 tobogand.

ULOHA 3.B. Matyas vymyslel hru s ponékud komplikovanym hernim polem, které potte-
buje vétvi vyrysovat do pisku. Ma vsak k dispozici jen pomérné malé volejbalové hriste,
a proto potfebuje urcit, zda se mu zamysleny tvar pole na hri§té vleze. Chce vytvorit
dvé kruznice se stejnym polomérem k(A,r), [(B, r) protinajici se v bodech X a Y, pficemz
velikost | XY | je 27. Nasledné povede te¢nu ke kruznici k prochéazejici bodem X, ktera
zaroven dle jeho pozadavku musi prochazet bodem B. Poté si zvoli libovolnou pfimku p,
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ktera prochazi bodem X a nejedna se o tecnu ke k ani k I. Oznaci prusecik k a p rizny od
X jako K a prusecik [ a p riizny od X jako L. Jaka je nejvétsi mozna hodnota | XK |- | XL |,
kterou vybérem pfimky p mohl ziskat? Své tvrzeni dokazte.

RESENI. Spousta z vas zapomnéla uvazit vSechny rtizné polohy pfimky p. Ukazme nyni,
Ze to neni potfeba.

Necht pfimka p prochazi vnitrkem thlu AXB. poté body K i L leZi na stejné polopfimce
napi. XK. Zobrazme bod K v osové soumérnosti podle osy AX a bod L v osové soumeér-
nosti podle osy BX. Protoze osy AX, BX prochazi stfedy kruznic k, [, zobrazi se body K, L
opét po fadé na kruznice k,I. Navic vime, Ze AX je kolmé na BX, protoze BX je te¢nou ke
kruznici k. Tedy polopfimka XK rozdéli pravy thel AXB na dva uhly, AXK a LXB. Veli-
kosti téchto tthli i délky tsecek XK, XL budou v osové soumérnosti zachovany; neni pak
tézké si rozmyslet, Ze bod X a obrazy bodu K, L v osovych soumérnostech budou vSechny
leZet na jedné primce. Tedy jsme ukazali, Ze pokud piimka p prochazi thlem AXB, pak
je mozné body K a L osové zobrazit tak, ze velikosti |[KX]|, [LX| zGstanou zachované a za-
roven budou tvofit s bodem X pfimku. Tato situace presné odpovida prinikim néjaké
primky p, ktera neprochazi ahlem AXB, s kruznicemi k, | Tedy obé dvé situace, které
ze zadani mohou vyplynout, jsou naprosto shodné a je mozné zaméfit se jen na jednu z
nich. Zabyvejme se dale touto druhou situaci, kdy p neprochazi thlem AXB.

Uvazme pfimku v libovolné poloze popsané vyse. Uhly XKY a XLY budou mit vzdy stej-
nou velikost, a to 45°, jelikoz jsou obvodovymi thly k tétivé XY. Jejich hodnotu lze zjistit
z toho, Ze stiedovy uhel prislusny tétivé XY je 90° (ovéreni tohoto tvrzeni uz necham na
vas). Z tohoto plyne, Ze at umistime pfimku p kamkoliv, vznikly trojuhelnik KYL bude
vzdy pravouhly rovnoramenny, a takovy je pouze jeden, tedy vSechny si budou podobné.

At umistim pfimku p jakkoliv, bude platit, Ze vzdalenost bodd K, L mtze byt nejvyse 54.
Body K, L totiz vZdy s bodem Y tvofi pravouhly rovnoramenny trojahelnik, jehoz délka
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prepony je jednoznac¢né urcena délkou jeho odvésny. Délka jeho odvésny miiZe v nasem
piipadé byt nanejvys V2-27, coz je pramér kruznice k, tedy celkem nejvétsi délka tsecky
KL mize byt V2-v2-27 =54

Nyni vyuziji dalsi pomocné tvrzeni, jehoz ovéfeni opét necham na vas (snadno plyne
napf. z AG nerovnosti). Mam-li dvé proménné x,y s konstantnim souctem x +y = ¢, pak
vyraz x -y nabyva maxima pravé tehdy, kdyz je x = y = 5, tedy maximem je hodnota
2
(%) . Pro libovolnou polohu pfimky p je tedy vzdalenost bodl K, L nanejvys 54, a tedy je
2
soucin délek XK, XL nanejvys (%) =272,

Nasli jsme horni mez vyrazu |XK]|-|XL|, ktera plati pro vsechny nami uvazované polohy
ptimky p, tedy |XK|-|XL| < 272 pro libovolnou polohu piimky p. Zbyvé ukézat, Ze takova
ptimka p, pro kterou plati [XK]|-|XL| = 272, existuje, coz jste vichni zvladli sami. :)

ULoHA 3.c. Skupinka malych bobri si rada hraje v ri¢ni delté a stavi v ni hraze. V delté se
feka nékolikrat rozdéli na mistech nazyvanych vétveni. Na prvnim vétveni se feka rozdéli
na dva mensi toky. Kazdy z téchto tokt se po jedné bobfi mili (tedy v druhém vétveni)
rozdéli na tfi jesté mensi toky. Obecné dale plati, Ze na lichych vétvenich se feka rozdéluje
na dvé casti a na sudych vétvenich na tfi. Na kazdém rozvétveni ma kazdy z novych tokt
Sanci %, Ze na ném bobfi postavi hraz a feku tak zahradi. Jaka je pravdépodobnost, Ze po
sedmé urovni rozvétveni bude dale pokracovat alespon jeden tok feky?

RESENI. Na zacatek bylo dtlezité si uvédomit, ze pravdépodobnosti pokracovani jed-
notlivych tokd nejsou nezavislé. Zadani si také mtzeme zjednodusit tim, Ze nebudeme
pocitat pfimo pravdépodobnost, Ze bude pokracovat alespori jeden tok (coz by intuitivné
znamenalo scitat pravdépodobnosti pro jeden a vice), ale Ze nam sstaci vypocitat prav-
dépodobnost P, Zze nebude pokracovat ani jeden. Vysledek pak ziskame jako P =1-P,.

Nejjednodussi je zacit s vypoctem od konce, tedy od sedmého vétveni. Vime, ze pokud uz
voda dotece az na sedmé vétveni, pak nebude zadny z tokt pokracovat s pravdépodob-
nosti 1/4 (mame 4 moznosti: pote¢ou oba, pouze levy, pouze pravy, nebo zadny z nich).
Stejné rozlozeni plati pro libovolné liché vétveni. Obdobné pro suda vétveni mame, zZe s
1/8 budou pokracovat vSechny, s 3/8 pravé dva, s 3/8 pravé jeden a s 1/8 zadny.

Oznac¢me si pravdépodobnost zastaveni vsech tokt na konkrétnim vétveni sedmé trovné
P,;. Pravdépodobnost zastaveni vsech tokt predchozi (tedy sSesté, sudé) trovné, bude

=143 1,3 1,1 1 _1.,3, 3.p2,+1.p3 i 5 {7 na-
P = BT8 ITR P TS T =818 P+ 5P+ g P;. Mocniny pravdepodob?ostl zna
sledujiciho vétveni jsme ziskali ndsobenim pravdépodobnosti, Ze bude pozdéji zastaven
kazdy z odsud pokracujicich tokdi. Obdobnym zplisobem ziskame pro predchozi (liché)

patro vypocet P,5 = % + % P+ i -PZZ6. Obecné tedy mame vzorce pro licha a suda patra:

1 3 3, 1
Pzi:g+g'Pz(i+1)+g‘Pz(i+1)+§'Pz(i+1)
1 2 1,
Pzi:Z+Z'Pz(i+l)+Z'Pz(i+1);

S pomoci téchto vzorcth staci dopocitat P,; azni P =1-P,; =0.5260997.

ULoHA 3.0. Terka je ¢tyfdimenzionalni divka, ktera si hraje s 8 tfirozmérnymi krych-
lemi, jejichZ stény obarvila ¢ervenou a modrou barvou, pficemz vSechny obarvila stej-
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nym zpusobem (na kazdou sténu dala pravé jednu barvu a je mozné, ze néjakou barvu
vlbec nepouZila). Krychle pak slepila dohromady sténami tak, Ze vytvofila ¢tyfrozmér-
nou krychli (teserakt), pficemz vzdy slepila pouze stejné obarvené stény. Kolik moznych
teseraktd takto mohlo vzniknout?

Intuitivné feceno, dva teserakty povazujeme za stejné, pokud jeden miiZzeme ziskat z dru-
hého ¢tyfrozmérnou ,rotaci® nebo ,zrcadlenim”. Formalné feceno, dva teserakty A a B po-
vazujeme za stejné, pokud existuje zobrazeni f z vrcholl teseraktu A do vrcholl te-
seraktu B takové, Ze:

* pro kazdy vrchol b teseraktu B existuje vrchol a teseraktu A takovy, ze f(a) = b.

* mezi vrcholy u a v teseraktu A existuje hrana praveé tehdy, kdyz existuje hrana mezi
vrcholy f(u)a f(v) teseraktu B.

* pokud vrcholy a, b, c a d v teseraktu A ohranicuji sténu, tak ma tato sténa stejnou
barvu jako sténa ohranic¢ena vrcholy f(a), f(b), f(c)a f(d) v teseraktu B.

RESENi. Teserakty a jina ¢tyfrozmérna télesa se nam Spatné predstavuji a jeSté har se
nam s nimi pracuje. Proto nebylo Glohu vhodné fesit tim, Zze bychom si pfedstavovali
rizné ¢tyfrozmeérné rotace, zrcadleni atd. Misto toho bylo lepsi o teseraktech s obarve-
nymi sténami premyslet Cisté kombinatoricky: jako o struktufe tvofené nékolika ,0b-
jekty“, které mezi sebou mohou mit rtizné vztahy (proto se takovym strukturam fika
relacni, z anglického relation = vztah).

Teserakt 1ze chapat jako strukturu se ¢tyfmi druhy objektt (vrcholy, hrany, stény a krychle),
mezi kterymi miaze byt mnoho réiznych vztaht (napf. vztah mezi dvéma vrcholy , byt
spojeny hranou” nebo vztah mezi dvéma sténami ,lezet na stejné krychli“). Ne vSechny
tyto objekty a vztahy jsou ale relevantni pro feseni tlohy. Ve skute¢nosti nam staci zazit
se jen na krychle (kterych je v teseraktu jen 8) a uvédomit si, Ze dvé krychle mohou sou-
sedit modrou sténou, ¢ervenou sténou nebo nesousedit viibec (to jsou tfi mozné vztahy).
Navic vime, ze kazda krychle k sousedi se vSemi ostatnimi krychlemi kromé jedné, o
které fekneme, zZe je opacnd ke krychli k. Ozna¢me tedy krychle a,b,c,d,A,B,C, D, pfi-
¢emz dvé krychle jsou oznacené stejnym pismenem (jedna malym, druha velkym), pokud
jsou si navzajem opacné.

V pribéhu feseni se budeme kreslit teserakty jako diagramy: krychle teseraktu budou
tecky (oznacené odpovidajicimi pismeny), které budou spojené ¢arou, pokud spolu dané
dvé krychle sousedi ¢ervenou sténou. VSimnéme si, Ze pokud tecky nejsou spojené, tak
to, jestli je mezi nimi modra nebo Zadna sténa, vyplyne z toho, jakymi pismeny jsou tecky
oznacené. Nyni mame jednoduchy zpusob, jak pfijit na to, jestli jsou dva teserakty stejné
nebo ne: pokud se jeden da ziskat z druhého pfejmenovanim tecek, jedna se o stejné te-
serakty (pficemz dvé opac¢né krychle musii po pfejmenovani byt opa¢né). Priklad vidime
na obrazku (t1, t2), kde jsou zobrazené dva teserakty, pficemz pravy jde z levého ziskat
prejmenovanim B <=> D a b <=> d (zbylé krychle se nezméni), a tedy se jedna o stejny
teserakt, jen jinak ,otoceny“. Geometricky toto pfejmenovani odpovida urcité ,rotaci”
(napf. si predstavte, ze B je ,leva“ krychle, b ,prava“, D ,pfedni“ a d ,zadni“). Vs$im-
néte si také, ze z takovéto , pfejmenovavaci funkce” mtizeme snadno ziskat funkci f ze
zadani, ktera prejmenovava vrcholy teseraktu (kazdy vrchol je totiz jednoznacné urcen
tim, v kterych krychlich se nachazi), a naopak (krychle je ur¢ena svymi vrcholy).
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Obrazek 1:t1, t2

Nyni k samotnému feSeni tulohy. Postupné projdeme vsechny mozné pripady podle toho,
jak Terka krychle obarvila pfedtim, nez je slepila do teseraktu. Ze zadani vime, Ze vSech
osm krychli obarvila stejnym zptisobem.

* Pokud maji krychle vSechny stény modré, vznikne pfi sloZeni jen jeden mozny te-
serakt. V diagramu to odpovida sitauci, kdy mezi teckami nejsou zadné cary (a nic
nam tedy nebrani v pfejmenovavani). +1

* Pokud maji krychle pravé jednu sténu cervenou, odpovida to diagramim, kdy z
kazdé tecky vychazi pravé jedna cara. Jeden mozny teserakt poskladany z tako-
vychto krychli jsme jiz vidéli na obrazku vySe. Snadno si l1ze rozmyslet, Ze kazdy
teserakt, kde soused 4c¢ka je opac¢ny k sousedu Acka (tuto podminku ozna¢me [1]),
je mozné pfejmenovanim prevést na teserakt na obrazku ti. Pokud podminka [1]
neni splnéna, mizeme souseda 4¢ka pfejmenovat na b a souseda Acka na c. Tim je
urceno i to, které krychle budou B a C. Nyni nam zbyvaji uz jen dvé krychle, a ty
pojmenujeme tak, aby B sousedilo s d (viz obrazek t3). Na takto ziskany teserakt
jde tedy prevést kazdy teserakt, ktery nesplruje [1]. Zaroven po pfejmenovani ne-
muze [1] zadit ani prestat platit, a tak 1ze z téchto krychli poskladat pravé dva razné
teserakty (t1 a t3). +2

Pokud maji krychle dvé stény cervené, tak jsou dvé moznosti: bud spolu tyto dvé stény
sdili hranu, nebo ne. Tyto pfipady rozebereme postupné.

* Jednodussi pripad je, kdyz jsou Cervené stény na opac¢nych stranach krychli. To totiz
odpovida diagramu, v némz ma kazda tecka dva sousedy, ktefi jsou si navzajem
opacni. Takovy teserakt lze zjevné piejmenovat tak, aby vypadal jako na obrazku
tg4. +1

Nyni jsme totiz v situaci, kdy kazda krychle ma dva sousedy, ktefi NEJSOU opa¢ni.
Kdyz za¢neme v libovolné tecce, mizeme prejit ¢arou do dalsi, z té opét do dalsi
atd., dokud se nevratime tam, kde jsme zacali, a tedy nam vznikne ,,cyklus“ (ne-
miize nam vzniknout ,lizatko“, protoze pak by jedna tecka méla tfi sousedy). Po-
kud tento cyklus nepokryje cely obrazek, miizeme zacit jinde a vybudovat dalsi
cyklus. Vidime tedy, Ze cely obrazek je timto zptsobem pokryt cykly. Protoze kazdy
cyklus ma délku alespon tfi, mame nasledujici moznosti, jaké délky mohou cykly
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mit: (5,3), (4,4) nebo (8) = jeden dlouhy cyklus. Postupné tyto tfi moznosti zanaly-
zujeme.

* Pokud maji cykly délky 5 a 3, jisté se nachazi v cyklu délky 5 dvé navzajem opacné
tecky. Ty mtizeme pfejmenovat na c a C. Zbytek tecek pak miizeme pfejmenovat
tak, abychom ziskali teserakt t5. +1

* Nyni uvazme pfipad dvou cykld délky 4. Neni mozné, aby v jednom z nich byly
dvé navzajem opacné tecky, protoze spolu sousedit nemohou a zadna tecka nemuze
sousedit s obéma z nich. MZeme tedy v jednom cyklu pfejmenovat teckynaa, b, c,d
v tomto cyklickém poradi (viz t6). Jedna moznost nastane, pokud A ma sousedy
opacné k sousedim acka (tedy B a D), jak je vidét na obrazku. Jinak nastane druha
moznost, protoze mezi variantami, kdy ma A za sousedy B, C nebo D, C, se da prejit
prejmenovanim. Celkem tedy dva teserakty. +2

vvvvvv

navzajem opacné krychle spolu nemohou sousedit ani nemohou sdilet souseda
(=byt ve vzdélenosti 2), a tedy jsou bud ve vzdalenosti 3 nebo 4. Rozebereme si
pripady podle toho, kolik dvojic opac¢nych krychli je ve vzdalenosti 3 a kolik ve
vzdalenosti 4. Pfipad, kdy vsechny dvojice jsou ve vzdalenosti 3, vidime na obrazku
t7. Na obrazku t8 jsou pak vSechny ve vzdalenosti 4 a na obrazku tg je polovina ve
vzdalenosti 3 (bB a c¢C) a polovina ve vzdalenosti 4 (aA a dD). Da se ovérit, Ze na
jeden z téchto obrazkh se da prevést kazdy obrazek pokryty jednim cyklem délky
8. +3

A B A B

A B
; C C C
ID D d D D
b
A B
c C
d D

Obrazek 2: t3, t4, ts5, t6, t7, t8, tg

Nyni se podivejme na pripad, kdy maji krychle 3 stény cervené. Zde jsou opét dvé moz-
nosti: bud se jedna o dvé protilehlé stény a jednu dalsi, nebo ne (napf. cervené jsou leva,
spodni a pfedni sténa).

Zacneme s pripadem, kdy cervené stény jsou na dvou protilehlych sténach krychli a na
jedné dalsi. Jedna moznost, jak mtze diagram vypadat, je obrazek t4 plus z kazdé tecky
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jedna ¢ara navic. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze z a vede ¢arado d. Z
A muiZe vést ¢ara do D, nebo do c (vedla-li by do C, prohodime c a C). V obou pripadech
pak uz vznikne jenom jeden mozny teserakt (protoZze miizeme prohodit b a B), zatim
jsme tedy na dvou teseraktech. Teserakt jde ale z takovychto krychli poskladat i jinak
nez rozsifenim t4. Da se zkontrolovat, Ze jedina dalsi moznost je teserakt na obrazku t1o.
+3

Zbyva uz jen pripad, kdy kazda krychle ma tfi ¢ervené stény, ale zadné dvé NEJSOU na
protihlych stranach. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme tedy predpokladat, Ze sousedi acka
jsou b, ¢ a d. Kazdy z nich ma dalsi dva sousedy, jedna moznost tedy je, Ze jsou spojeny
pouze mezi sebou a zddna ¢ara nevede mezi malym a velkym pismenem (viz t11). Dalsi
dvé moznosti vidime na obrazcich t12 a t13. +3

Obrazek 3: t1o, t11, t12, t13

Pripady, kdy jsou na kazdé krychli ¢tyfi nebo vice cervenych stén, fesit nemusime, pro-
toze staci zopakovat pfedchozi Gvahy s prohozenim roli cervenych a modrych stén (napft.
4 ¢ervené je totéz co 2 modré, a téch je stejny pocet jako pro 2 Cervené).

Celkem je tedy mohla slozit 2+ (1 +2+7)+ 6 = 26 moznosti.
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