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RESENT 2. SERIE

SCVRCKUV BOD

ULoHA 2.1. S¢vréek brkosi (Gryllus bombycillae) je stiedné velky druh cvréka. Krytky
jeho kridel jsou trojuhelnikové s modrou skvrnou. Ozna¢me si jeden z téchto trojuhel-
niktt ABC s pravym thlem u vrcholu C, |AB| = 2 a |AC| = 1. Bod V je stfed kruznice
vepsané trojuhelniku ABC, bod X je prisecik pfimek AV a BC. Modra oblast na krytce
je vymezena body C, V, X. Urcete velikost thlu CVX.

RESENI. Prvni pozorovani je, ze stfed kruznice vepsané lezi na osach vSech vnitfnich
uhlt trojahelnika.

Uhel ACV ma tedy velikost 45°. Spocitame velikost ihlu CAV. Ta je polovi¢ni oproti
velikosti thlu & = CAB, kterou spocitame nasledovné:

cose 2 MACI 1
|AB| ~ 2
£ =60°

Tedy |<CAV|=30°. Velikost thlu AV C zjistime dopoctem do 180°, tedy |[<AV C|=105°.
Hledany tihel je dopliikem thlu AV C do pfimého thlu, tedy |[<CV X]| = 180°-105° = 75°.

ULoHA 2.2. KoMaR (Culex mathum) je patrné nejznaméjsi druh komara v Ceské repub-
lice. Jeho vyraznym rysem je trojahelnikova hlava a jesté trojuhelnikovéjsi sosak. Jejich
proporce jsou spolu Gzce propojené, coz si mtizeme znazornit nasledovné: Stred kruznice
opsané hlavé-trojuhelniku ABC ozna¢me S. Stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC
ozna¢me V. Stfed kruznice pripsané trojuhelniku ABC ke strané a oznacme P,. Mame fo-
tografii sosaku — zname tedy |SV|,|SP,| a |P,V|. Zkonstruujte hlavu-trojuhelnik ABC. Pro
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zapis feSeni pouzijte postup pro feseni konstrukénich uloh popsany ve studijnim textu
k této sérii.

RESENI. Nacrt:

Rozbor: Z pomocného textu vime, ze Svrékav bod je stejné vzdalen od stfedu kruznice
vepsané, zbyvajicich dvou vrcholt trojuhelniku a sttedu kruznice pfipsané k dané strané.
Tyto 4 body lezi na jedné kruznici se sttedem ve Svré¢kové bodu. Zarover je Svrékav bod
sttedem tsecky VP, kde V je stfed kruznice vepsané a P je stfed kruznice pripsané. Také
plati, ze Svrékv bod leZi na kruznici opsané danému trojahelniku. Zapis konstrukce:

1. VSP,; podle véty sss
X; X je stied VP, (Svrékiv bod)

k; k je Thaletova kruznice se sttedem X a polomérem |X V|

N

I; I je kruznice se sttedem S a polomérem |SX]|
p; p je primka, ktera prochazi body V a P,

A; Ajepruseciklap; A=X

B,C; body B a C jsou pruseciky k a [

ABC

® N oUW
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Reseni:

Pocet resent:

KoM4R (Culex mathum) je patrné nejznaméjsi druh koméra v Ceské republice. Doposud
nevymfel, proto jsou délky zadané tak, ze tato tloha ma alespon jedno feSeni. Je taky
dano, Ze sosak je trojuhelnikového tvaru, proto nemutZou nastat jiné situace. Tato tloha
ma 2 feSeni, osové soumérna podle primky p. Zalezi, jestli bod S zkonstruujeme nad
nebo pod VP,.

ULoHa 2.3. BrNOCni motyl (Papilio brunocto) rad 1éta kolem sviticich Zarovek, pti¢emz
jeho draha spliuje velmi prisna pravidla. Dokazte, Ze pro libovolny A ABC tvofi jeho
évrékovy body S,, Sy, S. ostrouhly trojuhelnik. Sestrojte A ABC, znate-li |S,S;|, |S,S.| a
|S:S,l. Pro zapis feseni pouzijte postup pro feseni konstrukénich aloh popsany ve studij-
nim textu k této sérii.

RESENI. Prvni ¢asti alohy je dokazat, ze A S,S;,S,. je vZdy ostrouhly. Pomoci obvodovych
uahla vidime, Ze:

|¢S,,S.C| +|<tSyS.C| = |<tS,AC| +|<tSp BC| = 90 — |¢S,CB]|

Uhel u vrcholu S, bude tedy vzdy mensi nez 90, tzn. ostry. Uplné stejné to pak udélame
pro zbylé dva uhly a dostavame, ze A S,S;,S. je vZdy ostrouhly. Nyni se vrhneme na
samotnou konstrukci.

Rozbor:

Z véty o tfech prstech (|S,B| =1S,C| =|S,V]|, kde V je stfed kruznice vepsané trojuhelniku
ABC) vidime, ze |S Al = |S. V| a |SpA| = |Sp V| a ¢tyfahelnik S,AS,V je tedy deltoid, tzn.
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S¢Sy L AV. Analogicky pro S.BS,V a S,CS, V. Staci nam tedy sestrojit A S,;5;,S., k nému
kruznici opsanou a poté vést kazdym vrcholem kolmici k protéjsi strané. Body A, Ba C
nalezneme na prusecicich téchto primek s kruznici.

Zapis konstrukce:

1. A S,S,S, (sss)

2. 0,4, 0p,0, - OSY stran
3. O,0€0,NoyNo,
4. k(O,|0S,]

5. a,S,€a,a 1 S5,

6. A,Ackna

7. b,5,€b,b1S,S,

8. B,Beknb

9. ¢,S.€c,¢c1S,S

10. C,Ceknec

11. AABC
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Pocet feseni:

Uloha ma feseni pouze tehdy, kdyZ bude trojahelnik S,S,S. ostrothly. Na zacatku si
A S,S,S. mizeme zkonstruovat dvéma zptlisoby, oba vSak budou soumérna podle strany,
kterou narysujeme jako prvni.

ULOHA 2.4. Mravkolev Markovav (Myrmeleon markovii) je specialni druh mravkolva,
ktery si stavi pasti ve tvaru trojuhelniku. Sestrojte ptudorys pasti, jestlize znate jeji ob-
vod, polomér kruznice vepsané a polomér kruznice pripsané k jedné ze stran. Pro zapis
feseni pouZijte postup pro feSeni konstrukcnich aloh popsany ve studijnim textu k této
sérii.

RESENI. Nacrt:

Rozbor:

Nejdrive ukazeme pomocné tvrzeni: Necht AT; a AT, jsou te¢ny ke kruznici k(s,r). Pak,
|AT,| = |AT,|. Toto tvrzeni plyne z toho, ze A AST; =A AST, jsou shodné podle véty Ssu,
jelikoz AS je spolecna strana, [ST;| = [ST,| = r a |[<AT, S| = |[<AT,S| = 5.

Ozna¢me k kruznici pfipsanou A ABC ke strané BC. Ozna¢me X bod dotyku pfimky AB
s kruznici k, Y bod dotyku pfimky AC s kruznici k a Z bod dotyku pfimky BC s kruz-
nici k. Nakonec ozna¢me polomér kruznice vepsané A ABC jako r. UkaZeme s vyuzitim
pomocného tvrzeni, ze AX = 5:

o=a+b+c=b+c+|BZ|+|ZC|=b+c+|BX|+|CY|=|AX|+|AY| = 2|AX]|
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Dokazeme tedy zkonstruovat A AXP podle véty sus.

Bod V lezi ve vzdalenosti r od pfimky AB. Lezi tedy na rovnobézce ve vzdalenosti r od
AB.

Nakonec vyuzijeme tvrzeni z pomocného textu, které nam rika, ze body B a C lezi na
Thaletové kruznici nad primérem VP.

Zapis konstrukce:

1. A AXP(Ssu)
N APY (sss)

N

3. p,pllAX, vzdalenost pfimek p a AX je r

4. V,VepnAP

5. Typ, Typ je Thaletova kruznice nad primérem VP

6. B_BetypNAX

7. C,C e typ N AX, pokud typ protina AY musi navic platit [AB| = |AC|
8. A ABC

Pocet reSeni: Uloha ma az dvé feseni. (Tato feseni jsou symetrickd az na pojmenovani
bodt B a C.) Pocet feSeni zavisi na poctu praseciku typ s AX.
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ULoHA 2.A. Mandélinka prvoéi (Leptinofarsa primoprotozoae) dospiva sedm let a poté se
mnozi mitézou. Rozdéli se pfesné tolikrat, kolik je déliteld soucinu letopoctii téchto let.
Dokazte, ze se rozdéli alespon 60 krat (tedy Ze soucin libovolnych 7 po sobé jdoucich
prirozenych ¢isel ma nejméné 60 déliteld).

RESENT. Soucin ¢isel v obecné sedmici po sobé jdoucich pfirozenych cisel si ozna¢ime
nasledovné:

S=k-(k+1)-(k+2)-(k+3)-(k+4)-(k+5)-(k+6), kde ke N

Plati:

2k © 2|(k+2) © 2|(k+4) © 2|(k+6),
2(k+1) o 2|(k+3) < 2|(k+5).

Nejméné jedno z cCisel ze zadané sedmice bude délitelné 4 (tedy bude mit v rozkladu
na soucin prvocisel dvojku nejméné v druhé mocniné) = S obsahuje v rozkladu na sou-
¢in prvocisel nejméné 4 dvojky. Analogicky lze ukazat, ze v rozkladu S budou nejméné
2 trojky, 1 pétka a 1 sedmicka. Plati tedy:

$=2%.32.5.7.7 kde ZeN

Nyni ndm sta¢i dokazat, ze vyraz V = p' ----- p; = 24.32.5.7 ma alespon 6o riiznych
déliteld. Je vice zpusobu jak tuto tlohu vyfesit, nejjednodussi ale nejspise je zamérit se
na mocniny ij...i, . Prvocislo p; (1 < j < n) se v libovolném déliteli vyrazu V mtize
vyskytovat v i;+1 riznych mocninach (v¢etné nulté mocniny). Obecny vzorec pro vypocet
délitelti takového vyrazu V nam tedy dava jako odpovéd pocet (iy +1)--- (i, + 1).

Pocet délitelt vyrazu V = 2%.32.5-7 je tedy roven ¢islu 5-3-2-2 = 60. Z toho ale vyplyva,

Ze V ma 60 raznych délitelti, tedy S = V - Z ma nejméné 60 rtiznych déliteld, coz jsme
chtéli dokazat.
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ULoHA 2.B. Vodomérky Caratheodoryho (Hydrometra caratheodori) Ziji v oblastech roz-
sahu 4 x 4 policek, kde na kazdém policku je budto ostrtivek, proud dold (na jih), nebo
proud doprava (na vychod). Vodomérka pfistava v levém hornim rohu a nechava se una-
Set proudem. Pokud dopluje na ostrov, zlistane tam a nepokracuje dal. Jaka je pravdé-
podobnost, ze v nahodné takové oblasti vodomérka dopluje az za jeji hranici? (Nahodna
oblast je takova, ze na kazdém policku je se stejnou pravdépodobnosti nahodné jeden ze
tfi povrchi (ostravek, proud dolii, nebo doprava), kazdy s pravdépodobnosti %, a povrch
jednotlivych policek je navzajem nezavisly.)

RESENI. VétSina z vas fesila priklad tabulkou, vypsanim pravdépodobnosti dostani se na
dané policko, coz je samozfejmé naprosto legitimni zptsob, avSak pro rozsahlejsi pole
by byl haf aplikovatelny. I z tabulky $lo néco vypozorovat — jedna se o osekany Pascalav
trojihelnik s vrcholem na pocateénim policku, podéleny ¢islem 3K, kde k je vzdalenost
policka od pocatku.

Kazdopéadné to $lo spocitat i jednoduseji. BUNO nam staci spocitat, Ze vodomérka opusti
oblast vpravo a vynasobit to dvéma, jelikoz pravdépodobnosti opusténi vpravo a spodem
jsou zfejmeé stejné a navzajem jsou tyto jevy neslucitelné. Nejkratsi cesta ma délku 4 (vzdy
doprava), nejdelsi sedm (4 vpravo, 3 dolt1). Pro kazdou délku cesty mame presné dano,
kolik jakych proudd potfebujeme, takze pravdépodobnost, Ze nastanou je %, kde n je
délka cesty.

UzZ staci jenom spocitat, kolik rznych cest dané délky muze byt. Zde je dtlezité si uvé-
domit, Zze posledni krok musi byt ven (doprava), takZze kombinujeme jen n —1 proudt.

7
Vyslednou pravdépodobnost tedy mtzeme spocitat jako 2 24(”;1)% = %.
n=

ULOHA 2.c. Zivotni cyklus cikad (Cicadoidea) trva prvociselny pocet let davajici zbytek
1 po déleni ¢tyfmi. Cikada tfidélna (Magicicada tripartitum) je navic znama tim, Ze jeji
zivotni cyklus za¢ind jen v letech n takovych, Ze n*—p ma alespon tii prvociselné délitele.
Dokazte, ze takovych # je nekone¢né mnoho a tyto cikady proto nevyhynou.

RESENT. Zafixujme prvocislo p, které dava zbytek 1 po déleni ¢tyfmi. Ukazeme, Ze exis-
tuje nekone¢né mnoho n takovych, Ze n? — p ma alespon tfi prvociselné délitele.

Predpokladejme, Ze najdeme alesporn jedno takové n, tzn. Ze existuje néjaké ny € Na razna
prvocisla q1,4,, 93 tak, ze q19,93 déli n% — p. Uvazme nyni pro jakékoli pfirozené k ¢islo
ny = ng + kq1q293. Potom jisté i ni —p je délitelné g1, g, q3 jelikoz

ng—p=(ng+kq19293)> —~p=nj—p=0 (mod gq;)

pro i = 1,2,3. Tedy najdeme-li jedno n splniujici podminky ze zadani, automaticky jich
jiz mame nekonecné mnoho. *

Ukézeme, Ze hledané 1 je napiiklad n = p%. Vime, Ze p miZzeme napsat jako p = 4k+1 pro

1Uvaha v tomto odstavci prevzata od Terky Krejéi :)
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néjaké k e N, tedy

n’—p=p*-p
=p(p°-1)
=p(p-1)(p*+p+1)
= 4k(4k + 1)(16k* + 12k + 3).

Tento soudin je jisté délitelny dvéma a p. Vyraz p? + p + 1 zjevné neni délitelny p a z po-
sledniho fadu vypoctu vyse vidime, Ze se jedna o liché ¢islo, které je navic jisté vétsi nez
jedna, tedy musi existovat prvocislo g rtizné od dvojky a p, které déli p? + p + 1. Dohro-
mady mé tedy p* — p alespon tfi prvodiselné délitele: dvojku, p a g.

Poznamka na zavér: obdobnou Gvahu lze ukézat, Ze pro n = p% a > 1 bude mit n> —p
rovnéz alespon tfi prvociselné délitele.

ULoHA 2.p. SkaRabeus zlaty (ScaRabaeus aureus) byl posvatny ve starovékém Egypté.
Na jeho pocest nazjvali staii Egyptané realna &isla r ve tvaru a + bv5,a,b € 7Z, sca-

1+\/§

rabrealna. Pro r = a + b\/5 ozna¢me rac(r) = a, irac(r) = b. Ozna¢me @ = == zlaty tez.
Ukazte, ze kazdé ¢&islo tvaru r = 2¢>" je scarabrealné a plati rac(r) = 5F(n)? + 2(-1)",
irac(r) = F(2n), kde F(m) je m-té Fibonacciho ¢islo.

RESENT. Toto vzorové feseni je inspirovano nékolika vasimi feSenimi. Postavime ho na
nasledujicim vyjadfeni pro n-té Fibonacciho cislo, které nebudeme dokazovat (vice se
muZete docist na wikipedii):

kde ¢ = #5 je zlaty fez. Pomoci ekvivalentnich tprav nyni ukazeme pozadovanou rov-
nost:

n -n\2 n -2n
5F(n)2+2(—1)”+F(2n)\/§:5(—(P _\/(g(P) ) +2(—1)”+(—('92 _\(/_E(P) i )x/E

=(@" (=)™ + 2(=1)" + " — ()"
= *" = 20" (—@) " + (—@) 2"+ 2(=1)" + 97" = (—¢p) "

o

=29 —2(-1)" +2(-1)"
— 2g02n

Vidime, Ze n miizeme zvolit libovolné, ale na platnosti odvozeni vztahu to nic nezméni.
Tedy jsme rovnost dokazali pro libovolné n € N. Dokonce se nam podarilo ukazat i slabsi
tvrzeni scarabrealnosti ¢isla 22", jelikoz pro kazdé n € N je F(n) € N, tedy jisté 5F(n)? +
2(-1)"e€Z, F(2n) € Z.
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