BRnénsky KOrespondenéni Seminar

XXVIIL ro¢nik
2021 /2022



XXVIII. roénik BRKOS 2021/2022

Reseni 4. série

PROJEKTIVNI PROSTOR

ULOHA 4.1. Z rajcatového (Eerveného) trojrozmérného soufadnicového systému x,y, 2
ochutme mozzarellou (nabarvéme na bilo) ty body, jejiz z—ové soufadnice je 0 a z—ova
nebo y—ova je celo¢iselnd (méla by vyjit ¢tvercova miizka). Dale uvazme bod S = [1,0, 1]
a mozzarelovymi pfimkami jej spojme s kazdym mozzarellovym bodem. Nakonec uvazme
rovinu v takovych bodi, jejichz x—ova souradnice je nulové (viz obrazek). Kde se nachazeji
pruseciky mozzarelovych piimek s rovinou v? Znazornéte rovinu v (ne celou, staci nakreslit
jen malou ¢ast roviny — ¢tverec zadany body [0,y, z], kde y € (—1,1),2z € (0,2)).

RESENI. Mozzarellové body tvo¥i mifzku na roviné z = 0. MiZeme si ji rozdélit na primky
rovnobézné s osou y a na piimky k ni kolmé.

Ty rovnobézné s osou y se promitnou opét na piimky rovnobézné, se soufadnici z =
x,’”—_ll, kde 2’ je x-ova soufadnice mozzarellového bodu, ktery promitam.

Pﬁfﬁ' ko}.nilé nva osu y se promitnoou jako jakési ,,pz?prsky“vspojuj,l'ci bedy [07 _1j ”Til]
a [0; 1; ™=>2], piicemz ale bod [0; 0; 1] zlistane neobarveny (tedy cerveny, rajcatovy) — zadny
bod se na néj nepromitne, protoZe jeho spojnice s bodem S je rovnobézna s rovinou z = 0.

Vysledny vytez z roviny v by mohl vypadat néjak takto:
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PS.: dovolila jsem si ve vzorovém FeSeni pouzit velmi povedeny obrizek Emy Sedlakové.
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ULoHA 4.2. V projektivni roviné RP? (klasicka projektivni rovina) jsou dany dva vlastni
body A, B. Pro které (i nevlastni) body X € RP? je odchylka piimek B a B—)(z rovna
nule (tj. primky R a EJ_(} jsou rovnobé&zné nebo totozné)?

RESENi. Pokud budou body A, B totozné, pak mize byt X libovolny bod z projektivni
roviny, vyjma pravé bodu A = B. Uvazujme tedy, ze body A, B jsou ruzné.

V projektivni roviné mtzeme vSechny body rozdélit do dvou skupin — vlastni a ne-
vlastni. Predpokladejme nejprve, Ze hledany bod X je vlastni. Protoze i body A, B jsou
vlastni, je tato varianta tlohy ze standardni euklidovské geometrie. Pokud bychom umistili
vlastni bod X nékam mimo pifimku <> AB, vytvofil by se trojuhelnik ABX a odchylka
piimek <+ AX a < BX by urcité byla nenulova. Tedy jedinou moznosti, jak miZzou mit
pfimky <+ AX, <+ BX nulovou odchylku, kdyZz X je vlastni, je, Ze X bude lezet na piimce
+» AB (ale bude rizny od téchto dvou bodu) a tudiz budou piimky <> AX, +» BX totozné.

Nyni predpokladejme, Ze bod X je nevlastni. To znamen4, Ze si ho miiZzeme piedstavit
jako néjaky smér v roviné. Pokud spojime nevlastni bod X a bod A, dostaneme pfimku
prochazejici bodem A s danym smérem X . Pokud spojime stejny bod X s bodem B, dosta-
neme primku prochéazejici bodem B se stejnym danym smérem X. Méame tedy dvé prfimky
stejného sméru — to je definice rovnobéznych piimek, které maji vzdy nulovou odchylku.
Tedy vybereme-li si libovolny nevlastni bod X, vzdy nam vzniknou dvé rovnobé&zné primky
s nulovou odchylkou. Resenim tlohy tedy je, Ze zadanou vlastnost spliuji vechny vlastni
body na piimce <+ AB (mimo samotné body A, B) a také libovolny nevlastni bod.

ULoHA 4.3. Uvazme tthel AV B, piimku p = AB a obé dvé kruznice k, [, které se dotykaji
ramen thlu a pfimky p. Body dotyku kruznic k£ a [ s pfimkou p oznacme po fadé K a L.
Dokaizte, ze |AK| = |BL| (pfipadné |AL| = |BK]|).

RESENi. Ozna¢me si bod dotyku piimky AV s mensi kruznici jako P a bod dotyku stejné
piimky s vétsi kruznici jako M. Obdobné si oznatme bod dotyku primky BV s mensi
kruZnici jako @ a s v&t8i kruznici jako N. Z vlastnosti tecen ke kruznici z bodu vyplyva, ze
vzdalenosti |V M| a |V N| jsou stejné. Stejné tak se rovnaji i vzdalenosti |V P| a |V Q|. Tedy
muzeme psat, ze |VM| — |[VP| = |VN| — |VQ|. Obé& z téchto vzdalenosti se daji rozdélit
na soucet dvou délek podle bodi A, respektive B, tedy plati rovnost |[AM| + |AP| =
|BN| + |BQ|. Kazdou z délek v sou¢tu si miizeme opé&t pomoci vlastnosti te¢en z bodu A,
respektive B, pfepsat, a to tak, ze |[AM| = |AL| a |AP| = |AK]|, kde K zna¢i bod dotyku
mensi kruZnice s ptimkou p a L zna¢i bod dotyku vétsi kruznice s pfimkou p. Podobné
provedeme tvahu pro druhou stranu rovnice a ziskame tak |AK| + |AL| = |BL| + |BK]|.
Avsak usetka AL lze zapsat jako soucet |AL| = |AK |+ |KL| (piipadné jako rozdil |AL| =
|AK| — |KL|), a podobné |BK| = |BL| + |KL| (ptipadné |BK| = |BL| — |KL]|). Celkové
tedy po dosazeni do predchozi rovnice ziskavame 2|AK|+ |KL| = 2|BL| + |K L| (pfipadné
2|AK| — |KL| = 2|BL| — |KLJ|). V kazdém piipadé uz z vySe uvedeného lehce plyne
poZzadovana rovnost |AK| = |BL]|.
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ULoHA 4.4. Kolineace je zobrazeni v projektivni roving, které zachovéava pifmky, tj. lezi-li
tfi body (i nevlastni) na jedné pfimce, pak lezi na jedné pfimce i jejich obrazy. V projektivni
roviné jsou dany vlastni body A, B, S,U v obecné poloze (tj. zadné 3 body nelezi na jedné
piimce a zadné dvé dvojice bodi nezadavaji rovnobé&zné tsecky). Pro kolineaci F : RP? —
RP? vime, Ze plati:

F(A)=A,F(B)=B
F(U) je nevlastni

F(X) Eﬁ,

kde X je libovolny zobecnény bod. Které body se zobrazi na nevlastni?

RESENi. Vzorové fefeni je silné inspirovano fesenim od Martina Fofa, diky.

Nejprve dokazeme, ze vSechny body na piimce AB se zobrazi na sebe. Necht P je
(zobecnény) bod na piimce AB. Protoze kolineace zachovava primky, vime, ze body F'(A) =
A, F(P) a F(B) = B lezi na pfimce, a tedy, ze F(P) lezi na pifimce AB. Také ale vime,
ze F(P) lezi na pifimce PS, a tedy lezi na jejich praniku P.

Dale dokaZzeme, Ze vSechny body z primky UC, kde C' je nevlastni bod ptimky AB, se
zobrazi na nevlastni body. Necht P je (zobecnény) bod na UC. Pak F(P), F(U) a F(C)
lezi na jedné piimce. Vime, Ze F(U) a F(C) jsou oba nevlastni body a zaroven jsou rizné,
jelikoz F(U) lezi na piimce SU a F(C) = C lezi na piimce AB, které ze zadani nejsou
rovnobézné. Jedna se tedy o pfimku nevlastnich bodi a tedy i F'(P) je nevlastni bod.

Nakonec ukazme, ze vSechny body mimo p¥imku UC' se zobrazi na vlastni body. Pro
spor predpokladejme, Ze existuje bod Z, ktery nelezi na primce UC a ktery se zobrazi
na nevlastni bod. Pfimka ZA se tedy protind s UC v jednom vlastnim bodé X, ktery se
zobrazi na nevlastni bod (protoze lezi na UC'). Podobnym argumentem jako dfive odvo-
dime, ze z F(Z) nevlastni a F/(X) nevlastni plyne i F(A) nevlastni, coZ je spor, protoZe
F(A) = A.

Body, které se zobrazi na nevlastni, jsou pravé body na prfimce rovnobézné s primkou
AB a prochézejici bodem U.

ULoHA 4.A. Ukaite, Ze existuje nekoneéné mnoho k € N takovych, ze 1 + 8k = n? pro
néjaké n € N.

RESENi. Rovnici 1+ 8k = n? Ize upravit do tvaru 8k =n? —1 <= 8k = (n+1)(n—1).
Pokud zvolime n libovolné liché, pak n + 1 i n — 1 jsou obé suda. Jelikoz se také jedna
o dvé ,,po sobé jdouci* suda ¢isla (jejich rozdil je dva), jedno z nich je nutné i délitelné 4.
Méame tedy ¢islo délitelné ¢tyfmi a ¢islo délitelné dvéma — jejich souéin je zjevné délitelny
osmi. Cislo (n? — 1) tedy mizeme pro libovolné liché n napsat ve tvaru 8 - k pro né&jakeé
pfirozené k, coZ je pfesné to, co rovnice 8k = n? — 1 znamen4, a lichych n € N je nekonecné
mnoho. Zadané rovnice mé proto skuteéné nekone¢né mnoho regeni.
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UrLoHA 4.B. Je potieba prostiit stil pro n lidi. Kuba proto polozil na jedno z mist
u stolu Stos talifu lezicich na sobé. Spodni polovinu Stosu tvoii n mélkych talifi, horni
polovinu tvoii n hlubokych. Kuba by rad, aby na kazdém z n mist u stolu byl na konci
jeden mélky talif a na ném jeden hluboky. Kolika nejméné pohyby toho jde docilit? Za jeden
pohyb povazujeme vybrani néjakého Stosu talift, ktery se na stole vyskytuje a rozdéleni
ho v négjaké vysSce na dva mensi Stosy, pricemz ten horni muze polozit kamkoliv na stiil
(zejména na néjaky jiz jiny Stos).

RESENi. Je potfeba alesponi 2n — 2 pohybii. Nejprve ukdzeme, Ze méné jich nestadi.
Rekneme, ze talit je sprdvné umistény, pokud je plytky a lezi pfimo na stole, nebo pokud
je hluboky a lezi na plytkém. Na zacatku jsou tedy spréavné umisténé dva talife: plytky
talit aplné dole a nejnizsi hluboky talif. Nyni si sta¢i uvédomit, Ze po kazdém pohybu
Stosu). Na konci musi byt spravné umisténych viech 2n talif, coz ukazuje, Ze je potieba
alesponl 2n — 2 pohyb.

Nyni ukazeme, jak stul prostiit ve 2n — 2 pohybech. Na zac¢atku jsou vSechny talite
v jednom Stosu, nazvéme ho hlavni Stos. V prvni fazi (n — 1)-krat provedeme nasledujici

fv s

vy

talife spravné umisténé. V druhé fazi opét (n — 1)-krat zvedneme hlavni $tos kromé dvou
nejnizgich talift (které jsou jiz oba spravné umisténé) a polozime ho na n&jaky $tos tvoreny
pouze jednim plytkym talifem (takovych Stostt vzniklo n — 1 v prvni fazi). Je zfejmé, ze
na konci druhé faze jsou vSechny talife spravné umisténé. Staci tedy pravé 2n — 2 pohybu
k prostieni stolu.
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UrLoHA 4.C. Méjme klasickou Sachovnici 8 x 8, kterou rozdélime na obdélniky m x n,
kde m,n € N znac¢i pocet ¢tverecku na stranach obdélniki (tzn. rozdélujeme podél hranic
¢tverecki, nepilime je ani nijak nerozdélujeme). Tyto obdélniky spliuji dvé pravidla:

1. Kazdy obdélnik ma v sobé stejny pocet mozzarellovych (bilych) jako rajcéatovych
(Cervenych) poli.

2. Neexistuji dva obdélniky, které by byly tvofeny stejnym pocétem Ctvereck.

Oznacme jejich pocet a, najdi nejvétsi mozné a a viechna mozné rozdéleni obsahti téchto
a obdélniki. Ke kazdé moznosti uved piiklad toho, jak Sachovnici na takovéto obdélniky
rozdélit. (Pozn.: ¢tverec je téz obdélnik ;))

RESENi. Aby obdélnik m-n na sachovnici obsahoval stejny pocet mozzarelovych (bilych)
jako rajcatovych (Cervenych) poli, musi mit nutné sudy obsah. Zarovenr pokud obdélnik
mé sudy obsah, je alespon jeden z rozmérti m,n sudy. Pokud ma sudy pocet sloupcti,
tak v kazdém Tadku je stejné bilych a ¢ervenych poli a v celém obdélniku je tak stejné
¢ervenych i bilych poli. To stejné plati, pokud sloupce zaménime za Fadky.

JelikoZz chceme pocet obdélniki a maximalizovat a zaroven musi mit obdélniky rtzné
obsahy, uvazime co nejmensi obdélniky se sudym obsahem. Osm nejmensSich obdélniki
o rozmérech 2,4, 6, 8,10,12,14, 16 ma v souctu vétsi obsah nez Sachovnice 8-8, z toho plyne,
7e nejvetsi mozné a = 7, jelikoz ani osm nejmensich obdélnikt se na Sachovnici nevejde.
Zaroven muzeme urcit obsah nejvétsiho mozného obdélniku jako rozdil obsahu celé sachov-
nice a obsahii Sesti nejmensich obdélnikt, tedy 64 — (2+4+ 648+ 10+ 12) = 22. Nejvétsi
mozny obsah obdélniku je 22, ale takovy obdélnik na Sachovnici 8 - 8 nelze umistit, jelikoz
pro obsah 22 je dvojice m,n bud 22 a 1 nebo 11 a 2, kde v obou piipadech je m vétsi nez
rozmér Sachovnice. Uvazujeme tak mozné obdélniky obsahu 2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20.

Protoze soucet obsahti 2+4+4+6+8+10+12+414+ 16+ 18420 = 110 a jedné se o deset
obdélniki, mozna feseni dostaneme pokud odebereme t¥i obdélniky se souctem obsahi 46.
To lze udélat vice zptisoby. Obdélniky obsaht 2,4,6 odebrat nemutzeme, jelikoZ pro né
neexistuji dvojice obdélnikt tak aby vysledny soucet obsahti byl 46. Pokud odebereme
obdélnik o obsahu 8, musime odebrat také dvojici obdélnikii obsahti 18 a 20, jelikoz 8 +
18 +20 = 46, dostavame tak mozné rozdéleni obsahtt mezi 7 obdélniku 2,4, 6,10, 12, 14, 16.
Pokud odebereme obdélnik o obsahu 10, musime odebrat dvojici obsahi 16 a 20, jelikoz
10 + 16 4+ 20 = 46, dostavame tak rozdé€lni obsahi mezi 7 obdélnika 2,4,6, 8,12, 14, 18.
Pokud se rozhodneme vynechat obdélnik o obsahu 12, miZzeme vynechat dvojice obsahti
16, 18 a 14, 20, ¢imz dostaneme dvé mozné rozdéleni Sachovnice a to 2,4,6, 8,10, 14,20
a 2,4,6,8,10,16,18. Pokud bychom chtéli odebrat obdélnik o obsahu 14, musime nutné
odebrat i n&jaky obdélnik obsahu mensiho nez 14, protoze odebrani pouze obdélnikt vétsich
obsaht by piresahlo soucet 46. Tyto moznosti, kde odebiradme obdélnik obsahu mensitho nez
14, jsme vSechny rozebrali vyse.

Méme tedy ¢tyfi mozna rozdélni obsahu Sachovnice mezi 7 obdélnikt riznych obsaht,
kde kazdy obdélnik obsahuje stejné Cervenych a bilych poli. Zaroven jsme dokazali, Ze
Sachovnici nelze rozdélit na vice nez 7 obdélniku splhujicich zadéani.
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ULoHA 4.D. Reste diofantickou rovnici 3 — % = 112
RESENi. UkaZeme, 7e jedina feSeni jsou tvaru
(z,y,2) € {(11%,0,3¢), (0, —11°,3¢c)|c € Ny} .

Jisté pro TeSeni rovnice musi platit z > 0, jinak by ¢&islo na pravé strané nebylo celé. Dale
budeme postupovat tak, Ze ukadZeme, Ze jediné nesoudélné dvojice x,y vyhovujici nasi
rovnici jsou z,y € {(1,0),(0,—1)}. Nejdfive si ale vysvétleme, pro¢ nam tato informace
staci.

Necht z,y, 2z je né&jaké TeSeni nasi rovnice a predpokladejme, Ze x,y jsou soudélna.
Ozna¢me jejich nejvétsiho spoleéného délitele jako d; tedy x = da,y = db kde a,b jsou
nesoudélna cela ¢isla. Potom d3(a® — b®) = 117, Dle predpokladu plati d > 1, tedy rovnéz
z > 0. Jelikoz rozklad pfirozeného ¢isla na soucin prvocisel je jednozna¢ny (az na poradi
¢initelit), vidime, Ze d = 11* pro né&jaké pfirozené &islo k. Tudiz trojice (a,b,z — 3k) je
rovnéz FeSenim na$i rovnice. Naopak, bud (x,y, z) néjaké feseni, kde x, y jsou nesoudélna.
Potom pro kazdé prirozené k dostavame, Ze (11’“3:, 11%y, 2 + 3k) je téz feseni. Vidime tedy,
Ze pokud urcime FeSeni rovnice s nesoudélnymi x a y, dostaneme z nich jiz v8echna ostatni
reSeni.

Hledejme tedy feseni s nesoudélnymi z a y! Vzpomenme si, ze 23 —y3 = (z—vy)(2? +xy+
y?). MiiZzeme si hned rozmyslet, Ze pokud x —y = 1, po dosazeni dostéavame x2 + xy +y? =
(y+1)24+y(y+1)+y? = 3y>+3y+1. Pokud z = 0, prava strana rovnice je rovna jedné, tedy
opravdu x —y = 1 a navic podle pfedchoziho vypoétu 3y? 43y +1 = 1, coz miZzeme upravit
na rovnici 2 4y = 0. Ta ma fefeni y = 0,y = —1, tedy dostavame Feseni (1,0,0), (0, —1,0)
a z nich nasobenim mocninou jedenactky vSechna feSeni uvedena na zacatku.

Predpokladejme dale z > 0. Navic mizeme pfedpokladat, Zze néjaké z &isel x,y je
v absolutn{ hodnoté& vétsi nez 1. Potom viak 2% + zy + y* = $(2? + (z + y)? + y?) je &islo
vétsi nez 1. Je to tedy mocnina jedenactky, tedy dava po déleni jedenécti zbytek nula. Toho
dale vyuZijeme a rozebereme dvé mozné situace: z —y =1 a 11|z — y.

Pokud z — y = 1, podle piedchoziho mame 3y? + 3y +1 = 0 (mod 11). Tedy 3y(y +
1) = —1 = 21 (mod 11), a proto y(y + 1) = 7 (mod 11). Ale mizeme si ovéfit, ze tuto
rovnost zadné y nesplni: pro y od 0 do 11 nabyva vyraz y(y + 1) modulo 11 hodnot
0,2,6,1,9,8,9,1,6,2,0. V tomto piipadé tedy zadnéa dalsi feSeni nemame.

Pokud je vyraz x — y délitelny jedenacti, mdme z = y (mod 11). Pak ale 0 = 2% +
xy + y? = 322, a tedy jedenéctka déli z a y. My vSak predpokladame, Ze tato &isla jsou
nesoudélna, coz je spor. Nasli jsme tedy feSeni vSechna.
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