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Reseni 3. série

KOMBINATORICKE
HRATKY S TABULKAMI

ULoHA 3.1. M¢&jme miizkovy pecici papir slozeny z 20 x 20 &tvercovych policek. Kolika
zpusoby lze vybarvit pravé 4 policka tak, aby kazdé vybarvené policko mélo vybarveného
aspon jednoho souseda (sdilejiciho hranu)?

RESENi. Témét viechny tvary, které lze jako v zadani poskladat ze étyf policek, vzniknou
jako slozeni dvou obdélnicku 1 x 2, fikejme témto obdélnickim domina. Umistujme do pole
2 domina tak, Ze jednomu uré¢ime polohu a druhému spocteme pocet moznosti, kde muze
byt umisténo. Prvni domino muzeme umistit celkem na 2-20-19 = 760 zpusobii. Pro pocet
moznosti druhého domina je nutné rozlisit typy umisténi domina prvniho. Rozlisujeme:

e roh (1 policko domina lezi v rohu): celkem 8 moznosti umisténi (4 svislé a 4 vodo-
rovné)

e lezi u okraje (obé politka domina lezi hranou u okraje): 4 - 17 = 68 moznosti

e sousedi s okrajem (pravé jedno politko domina lezi hranou u okraje): 4 - 18 = 72
moznosti

e ostatni: 760 — 8 — 68 — 72 = 612 moznosti.

Ted uréeme pro kazdy typ, kolik moZnosti mame pro druhé domino. Jako zastupce si
vyberme z kazdého typu vodorovné domino (samoziejmé jde i svislé, a finalni vysledek
bude stejny) a zjistéme kolik raznych vodorovnych (V) a svislych (S) domin muzeme k
nému umistit. Pocet moznosti v kazdém typu pak spoc¢teme jako X - (V + S), kde X je
pocet moznosti pro 1. domino v typu.

o A=8-((17+19-19) + (2-18 + 18- 19)) = 6048

o B=068-((16+19-19) + (2-18 + 18- 19)) = 51340

o« C=72-((17T+19-19) + (2-17+ 18 - 19)) = 54288

o D=612-((16+19-19) + (18- 19+ 2-17)) = 460836

Souétem A + B + C + D dostaneme ¢islo 572512, coz ale jesté neni vysledek. Toto ¢&islo
musime vydélit dvéma, protoze kazdou kombinaci domin jsme vypoctem zapodcitali 2x. To
ale porad neni vse. Jesté je nutné pripocist tetromina tvaru ,,/ T, jez také spliuji podminku
vybarveného hranového souseda, ale pomoci dvou domin tento tvar neziskdme. Tento tvar
se vleze do pole 18 - 19 zpisoby a muzeme jej umistit ve ¢tyfech rtznych otocenich, tj.
T =4-18-19 = 1368. Kromé toho musime odecist jesté ¢tverce (tetromina tvaru ,,O%),
jelikoz jsme je na vSech mistech zapocitali 4x (2x slozené z vodorovnych domin a 2x ze
svislych). Ctverec mitzeme do pole umistit O = 19 - 19 zpisoby.

Celkovy pocet mozmostf je tedy: AHELEID) L p_ g — 51212 4 1368 — 361 — 287263.
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UroHA 3.2. Je dana tabulka 628 x 628 poli. Na kazdém poli se nachézi jednicka nebo
nula. MuZeme na ni délat tyto operace:

e Prohodit dva libovolné fadky nebo dva libovolné sloupce.

e Vzit sloupec a piidruzit ho k jinému sloupci. Sloupec S ke sloupci T pfidruzime tak,
Ze i-té Cislo ve sloupci S pri¢teme k i-tému ¢islu ve sloupci T'. Pokud je vysledné ¢islo
dva, nahradime ho nulou.

e Cyklicky posunout ¢&isla v n-tém radku o n doprava. Tedy i-té &islo v n-tém fadku
posuneme na pozici ¢ + n, pokud je i +n < 628, a na pozici ¢ + n — 628 jinak.

Je mozné zacit se ¢tvercem 50 x 50 slozenym z jedni¢ek umisténym nékde v tabulce
a skonéit s jedinou jednickou v celé tabulce?

RESENi. Klicové bylo si uvédomit, ze prvni a tieti operace celkovy pocet jednicek ne-
operace.

Aby v tabulce zbyla jedina jednicka, muselo se stat to, Ze se ve vSech ostatnich Ffadcich
jednicky vynulovaly. Kazdym vyuzitim operace (2) se pocet jedni¢ek v daném fadku snizi
nejvyse o jednu, je tedy jasné, ze pokud fadek ptivodné nulovy nebyl a na konci je, musela
nastat situace, kdy v ném byla pravé jedna jednicka a po jedné aplikaci operace (2) v ném
uz nebyla Zadna — neni mozné, aby se (2) snizil pocet jednic¢ek o vic nez jednu.

Ale pokud je v fadku pravé jedna jednicka, tak ji nelze zadnym z ostatnich sloupcu
vyeliminovat, nebot ve zbylych sloupcich jsou samé nuly. Navic plati, Ze zatimco v ramci
rfadku mtzeme hodnoty cyklicky posouvat, v ramci sloupcti to uz nejde, tedy i kdyz se
poloha rfadku v tabulce zméni, jeho obsah bude vzdy aZ na prohozeni sloupct a posunuti
stejny. Neexistuje proto ani zptisob, jak do tohoto fadku jednicku odjinud pridat, eliminovat
tu ktera zavazi a pak s ni zase ,;zmizet*. Nikdy se tedy nemize stat, ze se nam podaii fadek
zcela vynulovat, proto ani z ¢tverecku 50x50 jedni¢ek nejsme schopni ponechat jedinou v
celé tabulce.

ULoHA 3.3. Jezisek se Santou hraji specidlni variantu lodi. Na ¢tvereckovaném papife
o rozmérech 2021 x 2021 ¢tvereckt nékam Jezisek umistil jednu fregatu, t.j. vyznadcil tii
¢tverecky za sebou v fadé (nebo sloupci) tak, aby to Santa nevidél. Nasledné Santa stiili
(kazda stfela znamené, Ze se zeptd, jestli se na néjakém ¢tverecku ¢ast fregaty nachézi),
dokud fregatu netrefi. Urcete nejmensi pocet st¥el, které Santa v nejhorsim pripadé musi
ucinit, aby fregatu alespon jednou trefil.

RESENi. Nejprve si predstavime idealni sif na hracim planu 2021 x 2021, kterou by Santa
mohl ze svych odhada vytvorit. Takova idedln{ sit by méla mit co nejméné policek a méla
by lod zasdhnout pro jeji libovolné umisténi na planu. Co znamena nejméné policek v
siti? Chtéli bychom, aby pro kazdé mozné umisténi lodi byla lod zasaZena pravé jednim
Santovym odhadem - takova sit je jisté nejuspornégjsi. Kdyby byla lod zasaZzena vice nez
jednou pro néjaké jeji umisténi, bylo by to ,plytvani odhady“. Zkusme néjakou takovou
idealn{ sit najit.

Obarvéme si (zprvu obecny) ¢tverec nx n timto zpisobem: Prvni ¢tverecek 1x 1 zleva v
prvnim Ffadku obarvime ¢ervenou, druhy zelenou, tfeti modrou, ¢tvrty opét cervenou, paty
zelenou a tento vzor opakujeme az do konce fadku. Poté ve druhém tadku zopakujeme
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stejny vzor, ale tentokrat za¢neme s modrou barvou. Ve tfetim Ffadku opét opakujeme
stejny vzor, ale zacneme se zelenou barvou, ve ¢tvrtém Fadku zacneme s Cervenou atd.
Timto zptisobem obarvime postupné cely ¢tverec.

Je jednoduché si ovérit, Ze at umistime lod 1x3 nebo 3 x 1 kamkoliv, vZdy bude tato lod
lezet na tfech polickach rizné barvy, tedy bude lezet na jednom ¢erveném, jednom zeleném
a jednom modrém policku. Pokud by se tedy Santa strefoval do poli¢ek pouze jedné z
téchto barev, ur¢ité by po strefeni kazdého policka dané barvy Jezigkovu lod trefil, nebot
ta musi nutné lezet na policku dané barvy. Staci tedy zjistit, kterd z barev ma nejméné
obarvenych policek.

Vzhledem ke zptisobu obarveni je jasné, ze pokud bude pocet poli¢ek ¢tverce délitelny
tfemi, bude pocet poli¢ek obarvenych Cervenou, zelenou a modrou stejny. Pokud by pocet
policek ¢tverce daval zbytek 1 po déleni tfemi (a zadny jiny pfipad nez tyto dva nemiZe
nastat), je zfejmé, Ze jedna barva bude mit o 1 obarvené poli¢ko vic, nez zbylé dvé (a to
ta, ktera obarvuje jednu z hlavnich diagonal - v naSem pfipadé to je Cervend). Santovi se
tedy staci strefovat se do policek jedné z dvou barev, které maji o jedno policko méné nez
zbyl4 treti - pocet téchto policek by byl v tomto piipadé L%QJ, pficemz tento vzorec plati
i pro piipad, kdy je pocet policek délitelny tfemi. Je také jasné, Ze strefit se do méné nez

{%QJ policek je nedostatecné, jelikoz aby mél zaruku, Ze se do lodi trefil, musel by sestielit
vSechna poli¢ka jedné barvy a k tomu by mu méné nez L%ZJ pokust urc¢ité nestacilo.

Mame tedy obecné feSeni, sta¢i dosadit n = 2021, vyjde nam 1361480 a mame hotovo.
Pozn.: Vyraz |a] znaéi dolni celou ¢ast z ¢isla a.

ULoHA 3.4. Mgjme tabulku n x m. Na kazdém jejim policku je pravé jedna polovina
orechu. VSechny ofechy jsou polozené na policka jednim ze dvou zptisobti: vzhiru skofdpkou
nebo jadrem. Dva ofechy jsou sousedici, pokud se jejich policka dotykaji hranou nebo
rohem. V jednom tahu je moZné otocit jeden ofech a vSechny ofechy s nim sousedici. Na
zaCatku tvori ofechy vzor Sachovnice (stfidaji se tedy ofechy, u kterych sméfuje vzhiru
skofapka a jadro). Popiste, jak pomoci otaceni zatidit, aby vSechny ofechy byly otoceny
stejnou stranou nahoru. Pro které dvojice (m,n) to lze?

RESENi. Pro lepsi popis si pfedstavme tabulku ofechi jako Sachovnici Eernych a bilych
poli. Mozny tah je zména barvy vybraného pole a vSech poli, které s nim sousedi. V takovém
piipadé nazveme prostifedni pole ,vybrané“ a toto pole a jeho sousedy ,invertované“.
UkéZzeme, Ze Sachovnici rozméra M x N lze témito tahy transformovat na jednobarevnou
tabulku pravé tehdy kdyz obé ¢isla M i N nedavaji zbytek 2 po déleni 6. V feSeni budeme
indexovat od 1, tedy levy horni roh tabulky ma soufadnice (1,1) a pravy dolni roh ma
soufadnice (M, N).

Nejdrive tvrzeni ukdZeme pro jednorozmérnou tabulku NV x 1. Protoze druha soutadnice
je vzdy rovna 1, budeme v tomto pripadé pole znacit jen jeho prvni soutfadnici. Za¢néme
popisem toho, barvu kterych poli jsme schopni zménit bez zmény barvy poli ostatnich.
Pokud umime zménit barvu pole 7 bez zmény barvy poli ostatnim, fekneme, Ze i je ZB.
Vybérem poli 1 a 2 invertujeme pole 1 a 2 dvakrat a pole 3 jednou. Zménime tedy barvu
pole 3 ale ne poli 1 a 2, a proto je pole 3 ZB. Podobné, pokud vybereme pole 4 a 5,
invertujeme pole 4 a 5 dvakrat a pole 3 a 6 jednou. Tedy pole 4 a 5 ztistanou nezménéna
a zméni se jen pole 3 a 6. Pole 3 je ale ZB, a mtzeme mu proto vratit jeho ptvodni
barvu, a tedy 6 je ZB. Indukci ukidZeme, Ze kazdé pole délitelné trojkou je ZB. Oznacme
si L = {3,6,9,...}. Stejnou konstrukci samozfejmé miZzeme provést i pro zménu barev
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zprava. Symetrickou argumentaci lze proto ukazat ze pole R={N —2,N -5 N —8,...}
jsou ZB. Dohromady jsme schopni zménit nezavisle na ostatnich kazdé treti pole zleva a
kazdé treti pole zprava.

V pripadé, ze N nedava zbytek dva po délenim tfemi, jsou vS8echna tato pole rizné.
Pak se mezi kazdymi tfemi po sobé€ jdoucimi poli ¢,7+ 1, ¢+ 2 nachazi aspon dvé, které jsou
7B, jedno z nich patfi do L a jedno do R. Pokud vybereme pole ¢ + 1 a nasledné zménime
barvu dvou poli patficich do L a R, dohromady zménime barvu pouze t¥etiho pole. Tedy i
tfeti pole je ZB. Tim jsme ukazali, Ze kazdé pole je ZB, a proto jsme schopni z libovolného
pocatecniho vzoru udélat libovolny jiny vzor.

Pokud N dava zbytek dva po déleni tfemi, pak mnoziny L a R jsou stejné a predchozi ar-
gument neplati. Rozdélme ¢isla, ktera se nenachazeji v L do dvojic (1, 2), (4,5),(7,8),...,(N—
1, N). N muze déavat zbytek p&t nebo dva po déleni Sesti. V prvnim pfipadé je dvojic sudy
pocet a pak miizeme otocit vSechna pole tvaru 3+ 6k. Kazdé otoceni invertuje dvé sousedni
pole a ve vysledku proto budou mit v8echna pole, ktera se nenachéazi v L, stejnou barvu.
Neni sta¢i zménit barvu poli z L, ale to lze, protoze jsou ZB. Naopak, v druhém pfipadé,
kdy N dava zbytek dva po déleni Sesti, je pocet dvojic lichy. Na zacatku se proto mimo
L nachézi lichy pocet ¢ernych poli. Vybér pole a nésledné inverze poli sousednich zméni
barvu préavé dvou poli mimo L, a proto se parita poctu ¢erny poli mimo L nikdy nezméni.
To ovSem znamena, ze jednobarevné tabuly nelze dosdhnout, protoze v takovém piipadé
by pocet ¢ernych poli mimo L byl sudy.

Tvrzeni jsme zatim dokézali pro tabulky N x 1. Nyni uvazme obecnou tabulku N x M.
Nejdiive predpokladejme, ze N dava zbytek dva po déleni Sesti. Sledujme napiiklad prvni
fadek tabulky. Kazdy vybér bud prvni fadek viibec nezméni, nebo ho zméni stejné, jako
bychom udélali néjaky vybér piimo v prvnim fadku. Pokud bychom byli schopni celou
tabulku transformovat na jednobarevnou, pak bychom byli schopni zejména transformovat
jeji prvni rfadek, ale podle jednorozmérného piipadu toto neni mozné. Symetricky bychom
ukazali, Ze ani pokud M déava zbytek dva po déleni Sesti, nelze jednobarevné tabulky do-
sahnout. Nakonec pfedpokladejme, ze N i M davé jiny zbytek nez dva. Z jednorozmérného
pripadu znédme posloupnost vybéri jak zménit barvu kazdého druhé pole z tabulky N x 1.
Nyni si sta¢i uvédomit, ze v pripadé dvojrozmérné tabulky lze vybéru udélat tak, Ze misto
t¥i sousednich poli v jednorozmérné tabulce, budeme otacet vzdy celé t¥i sousedni sloupce
ve dvojrozmérné tabulce. Stejnou posloupnosti vybéra, kterou zménime barvu kazdého dru-
hého pole v jednorozmérném pripadu, lze proto zménit barvu v kazdém druhém sloupci
tabulky v dvojrozmérném piipadu. Podobné miizeme zménit barvu kazdého druhého fadku.
Po zménén barvy sudych fadkt a sudych sloupci musi byt tabulka nutné jednobarevna.

ULOHA 3.A. Naleznéte vSechna celoc¢iselna feSeni nasledujici soustavy rovnic:

22—y =22

T—y=2z.

RESENiI. Rozdglme si Feeni na dvé ¢asti, prvnf budeme predpokladat, Ze se z = 0, pak
7e se z nule nerovna.

1. Pro z = 0 miZeme prvni vztah pFepsat jako (z — y)(x 4+ y) = 0, z druhého vztahu
dostaneme = = y a zejména vidime, Ze z jeho platnosti plyne platnost prvni rovnice ((x —
y)(x+vy) =0-(x+y) =0). Viechny trojice (z,y, z), které jsou feSenim druhé rovnice,
jsou tedy i FeSenim prvni, jedna se o trojice (¢,t,0) pro t € Z; toto je prvni ¢ast feSeni.

2. Pro z # 0 miZeme v prvni rovnici (x + y)(z —y) = 22 obé strany vydélit z = z — y,

BRKOS Team



XXVIII. roénik BRKOS 2021/2022

z prvniho vztahu tak dostaneme x + y = z. Spolu s tim, Ze z = x — y, dostaneme rovnici
r+y=x—y < y=—y <= y =0, atedy x = z. Druhou ¢ésti feSeni je tedy trojice
(s,0,s) pro s € Z — v ptipadé s = 0 je sice z = 0, ale z prvni ¢asti FeSeni plyne, ze i (0,0, 0)
je TeSenim, tedy nemusime 0 z mnoziny moznych hodnot s vyjimat.

Soustava ma tedy nekoneéné mnoho feseni, a to tvaru (¢,¢,0) a (s,0,s) pro s,t € Z.

ULoHA 3.B. V zavislosti na parametru a € R feste funkcionalni rovnici

flaz +y) = d®f(z) +v,
kde f: R — R.

RESENi. Dosadme do rovnice z = 0: dostaneme f(y) = a®f(0) 4+ y. Dostavame tedy, Ze
f muZe byt pouze linearni funkce tvaru f(x) = = + ¢, kde ¢ = a?f(0).

Nyni je potieba provést zkousku. Leva strana rovnice po dosazeni nabyde tvaru ax +
y+a?f(0), pravé je rovna a?z +a* f(0) +y. Tedy zkouska vychazi, pravé kdyz pro viechna

realnd z plati a(a — 1)z = —a?f(0)(a® — 1). To mtZe nastat jen tehdy, pokud se obé
. %z % < .z _ —ad?f(0)(a%-1) . o :
strany rovnaji nule (v opacném piipadé méme z = —— 7=5—, coZ nemiZe platit pro

v8echna reélna x). Tedy rovnice ma feSeni pouze pro parametr a € {0,1}. V pfipadé a =0
je TeSenim funkce f(z) = z, v pfipadé a = 1 je FeSenim libovolné linearni funkce tvaru
f(x) =x+c,ceR.

ULoHA 3.C. KruZnice k a [ se protinaji v bodech A a B. Zvolme bod C na kruznici k
tak, aby prasecik primky AC s kruznici I lezel uvnitt tusecky AC. Ozna¢me tento priisecik
D. Bod FE je prisecik BC' s kruZnici | a lezi mimo tusecku BC'. Bod F je pruse¢ik BD
s k a lezi mimo tsecku BD. Ukazte, ze |{CED|= |{DFC|.

RESENi. K feseni tlohy je klicové dokreslit si tisecku AB. Pak totiz vidime, ze | DFC| =
| BFC| = |{BAC], jelikoz se jedna o obvodové ahly tétivy BC' kruznice k. Rovnéz ale
|{BAC| = |{BAD| = |{BED| = |£CED)|, kde druha rovnost plati, jelikoz se jedna o
obvodové thly tétivy BD kruznice [. Tim dostdvame kyZzenou rovnost.
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UroHA 3.D. Ukaite, Ze pro viechna pfirozena ¢isla n > 3 existuje uzaviena neprotinajici
se kiivka K (tedy nema4 zac¢atek ani konec, priklad na obrazku) s nasledujicimi vlastnostmi:

1. mé alespon jednu osu soumérnosti,
2. vymezuje konvexni dtvar v roviné,

3. existuje n-thelnik vepsany K s maximalnim obsahem (mezi vSemi vepsanymi n-
thelniky), ktery neni osové soumérny (podle zadné osy).

RESENI{. tl;dr sta¢i zvolit pravidelny (n + 1)-thelnik, v ném vybrat libovolnou stranu
a spojit zbylych n — 1 vrchola (které nejsou krajnimi vrcholy této strany) s libovolnym
vnitfnim bodem této strany riznym od stiedu.

UPOZORNENI: V prubéhu feSeni se dopoustim nékolika drobnych nepresnosti — napii-
klad soustavné zaménuju mnohotihelnik s body na jeho obvodu. Omluvte to vSe, prosim,
hyperkorektni feseni by bylo jesté delsi nez toto uz tak ultradlouhé feseni.

STRATEGIE BOJE S ULOHOU: Zacénéme s tim, jak se k takovéto tloze viibec posta-
vit a na spravné feseni prijit. Nejprve se zamysleme, s jakymi uzavienymi, neprotinajicimi
se kiivkami, které vymezuji konvexni tvar, se na stfedni skole viibec muzete setkat. Z téch
rozumnych (takovych, Ze jsou dost jednoduché, abyste (abychom) o nich néco zvladli do-
kazat) se jedna v podstaté jen o kruZnice a n&jaké mnohothelniky. Kdyz si ¢lovék chvili
bude s kruznicemi hrét, tak zjisti (aspon intuitivné), Ze tfeba pro n = 4 mé nejvétsi obsah
¢tverec a Zadny jiny utvar tento obsah nemé (mimochodem toto v podstaté bylo décko
v minulé sérii). Zbyvaji tedy mnohothelniky. A jelikoz si chceme zjednodusit zivot, tak
chceme zaCit s témi nejjednodussimi — pravidelnymi. Ty spliiuji v8echny podminky ze za-
dani, takZze muzeme zkusit néco o nich dokézat. Vzhtru do boje!

BOJ S ULOHOU: Necht n > 3 je libovolné piirozené, ukizeme, ze pravidelny (n -+ 1)-
thelnik U je kyzené kiivka spliiujici pro naSe n vSechny podminky ze zadani. Stac¢i ukazat,
Ze spliuje podminku 3, ostatni jsou zfejmé. Abychom mohli za¢it o podmince 3 mluvit,
tak musime mit nejprve néjaky prehled o vepsanych n-thelnicich s maximalnim obsahem.
Zakladni myslenka bude, Ze pro maximalizovani obsahu chceme, aby vepsany n-tthelnik byl
co nejpodobnéjsi U. PficemZ podobnosti zde mame na mysli umisténi vrcholi. Aby se nam
o umisténi vrcholi lépe hovorilo, tak pro mnohothelnik A ozna¢me V4 mnozinu vSech jeho
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vrcholii. Formalné podobnym umisténim vrcholtt myslime néasledujici tvrzeni:
Tvrzeni: Necht K je libovolny n-thelnik vepsany U, pak existuje n-thelnik M, ktery je
taktéz vepsany U, jeho obsah je vétsi roven obsahu K a navic plati Vi NVy C Vi C V.

Zavérecna série inkluzi tika, ze M vzniki tak, Ze vybereme n vrcholi ze vSech n + 1

vrcholit U a ty spojime. Navic pokud né&jaky vrchol U byl zaroveni vrcholem K, tak ho
urcité vybereme mezi vrcholy, které tvoii M. Diikaz tohoto tvrzeni si nechdme na konec,
protoZze se jednd o nejtechnictéjsi ¢ast dilkazu, a vyzbrojeni timto tvrzenim se nejprve
pokusime tlohu vyfesit.
7 tvrzeni zfejmé vyplyva, ze maximalni obsah, ktery muze néjaky n-thelnik vepsany U mit,
je rovnen obsahu n-thelnika, jehoZz vrcholy tvofi n libovolnych vrchola U (af je vybereme
jakkoliv, tak vysledny obsah bude stejny, jelikoz U je pravidelny). Necht U = AgA; ... A4,
a uvazme jemu vepsany n-uhelnik V' = AAgA;... A, 2, kde A je bod tusecky A,A, 1
takovy, ze |ApA| = 2|AA,,_1] (stejné dobie by fungoval libovolny vnitini bod této tsecky
kromé stiedu). UkaZzeme, Ze V' ma maximalni obsah a neni osové soumérny podle zadné
osy, a U proto spliiuje zadani. Nejprve si uvédomme, Ze osa tusecky A, A, _1 je stejné jako
osa usecky ApA,_2 (toto vyplyva z pravidelnosti U). Proto jsou tyto usecky rovnobézné
a navic |AAg| # |AA,—2|. JelikoZ jsou tyto tsecky rovnobézné, tak trojuhelniky AAgA,,_o
a AgAn_1A,_2 maji stejnou vysku a tedy i stejny obsah, coz nam déa:

Sv = S4A0An_o T SA0A1.Ay_s = SA,_1A0An_2 T SA0A; . Ay o = SAgAr. Ay -

Jelikoz V' ma stejny obsah jako néjaky n-thelnik s maximalnim obsahem, tak se také jedna
o n-thelnik s maximalnim obsahem. Zbyvé ukézat, Ze V nenf osové soumérny podle zadné
osy. Ukazeme, ze délky useéek AAg a AA,_o jsou ruzné a navic se lisi od délek vSech
ostatni stran V' (ty jsou vSechny stejné, jelikoz se jednd o hrany pravidelného (n + 1)-
thelnika U). Délky [AAg| a |AA,—2| jsou ruzné, jelikoz A neni stied usecky A, A,—1. Nyni
uvazme trojuhelnik AApA,. Jelikoz thel <AA, Ay ma velikost alesponn 90° (jako vnitini
thel v pravidelném alespon ¢tyfihelniku), tak délka asecky AAg je vétsi nez délka tusecky
ApA,, (jelikoz nerovnost uhli v trojthelniku odpovida nerovnosti odpovidajicich stran).
Jelikoz ApA,, je jedna ze stran pravidelného mnohothelnika U, tak AAp ma jinou délku
nez vsechny ostatni strany V. Analogicky se ukaze, ze i AA,,_s ma jinou délku nez vSechny
ostatni strany V. Pfedpokladejme nyni, Ze V je osové soumérny podle né&jaké osy. Pak
tato osa musi stranu AAg zobrazit samu na sebe a stejné tak stranu AA,_o. Aby osova
soumérnost zobrazila tsecku samu na sebe, tak bud musi ponechat oba jeji krajni vrcholy
na misté nebo je oba prohodit. JelikoZ obé& tyto tsecky maji spole¢ny vrchol A, tak se
nemiize stat, ze by néjaki osova soumérnost prohodila vrcholy jedné z téchto dvou tsecek,
takZe vSechny t¥i vrcholy A, Ag i A,_2 jsou pevné body jakékoliv osové soumérnosti, ktera
ponechava V' na misté. Jelikoz ale pevné body osové soumérnosti jsou préavé body na ose,
tak dostavame spor, jelikoz A, Ag a A,_o nelezi na jedné p¥imce. V tedy neni osové sou-
mérny podle zadné osy a U je tak hledané kiivka ze zadani.

K zakonceni celého FeSeni uz chybi jen dikaz Tvrzeni:
Dokazovat budeme indukei vzhledem k hodnoté n — |[Vx N Vi |.
Bazovy krok: Pokud n — |[Vx N V| = 0, tak v8echny vrcholy K jsou uZz vrcholy U a staci
tedy zvolit M = K.
Indukéni krok: Necht tvzeni plati pro libovolny n-tuhelnik K’ spliwjici n — |V N Vy| < k
a predpokladejme, ze n — |Vx N V| = k + 1. Ozna¢me vrcholy K jako By, Bi,...Bp_1,
kde By sousedi s B,,_1 a B, By sousedi s By a By atd. Jelikoz k + 1 > 1, tak existuje
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vrchol K, ktery lezi uvniti néjaké hrany U. BUNO piedpokladejme, ze By lezi uvniti hrany
A1 As. Navic mizeme piedpokladat, ze By a Ap jsou od By ,nalevo” a Bg s As jsou od Bo
,hapravo®. Jelikoz B, Bo a Bs nelezi na jedné pfimce, tak vime, Ze alespon jeden z bodu
B1, Bs nelezi na tiseéce Ay As. Necht je to BUNO B;. Podobné jako vyse si nyni mizeme
vyjadfit obsah K néasledovné:

Sk = 5B,ByB; + SByB1Bs...B,,_1-

No ale alespoii jeden z obsahit Sp, 4, By, SB, A,B5 j€ VEtSi roven Sp, B, B, (dikaz je ponechan
laskavému Ctenafi jako drobné cviceni — uvazte prisecik piimek A;As a By Bs, vyjadiete
SB,B,Bs v zavislosti na | A Ba| a sledujte, kdy mé tato (linearnil!) funkce maximum; pfipad,
kdy Bs je na AjAs bud vyfeste zvlast nebo s vyhodou vyuZijte orientovanych tusecek
a obsahil). BUNO piedpokladejme, Ze se jedna o Sp, 4, ;. Potom dostavame:

SByB1A1Bs...B,_1 = SB1A1Bs + SByB1Bs...B,_1 = SB1ByBs T SByB1Bs..B, 1 = SK-

Pokud By nelezi na strané AgA;, tak N := ByB1A1Bs...B,_1 je n-uhelnik, ktery ma
obsah vétsi roven obsahu Sk a spliuje Viy N Vg C Vy N V.

Pokud By lezi na strané Ag A, tak IV by byl degenerovany n-thelnik, jelikoz body BgBj1 A1
lezi na jedné piimce. Vzhledem k tomu, ze U ma vice hran, nez K vrcholt, tak na obvodu U
existuje bod B’ takovy, ze N' = ByA1By...B;B'B;y1 ... B,_1 je nedegenerovany. Zrejmé
kazdy takovy N’ ma veétsi obsah nez K a spliwuje Vg N Vi C Vi N V.

V obou piipadech jsme nasli n-tuhelnik K’ takovy, ze Viy NV C Vi N Vy, tedy |V N
V| + 1 < |V N V|, coz ndm dava n — |V N V| < k. Navic K’ splituje, Ze jeho obsah
je vétsi roven obsahu K a navic plati Viy N Vg C Vi N V. Podle indukéniho predpokladu
tedy existuje n-thelnik M vepsany U, ktery ma obsah vétsi roven obsahu K’ a spliiuje
Vi NV C Vi C V. Potom ale M ma obsah vétsi roven i obsahu K a navic spliiuje

Vo2V 2 Vi NVy 2 Vy N V.

Tim padem je M hledany n-thelnik pro K, ¢imz je dokoncen indukéni krok, takze jsme
dokézali Tvrzeni a dokoncili feSeni celé tlohy.
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