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�e²ení 3. série

Kombinatorická
geometrie

Úloha 2.1. Henry vzal své dv¥ ratolesti na výlet. Jako ostatn¥ kaºdý jejich výlet, i tento
za£al u dobrého jídla. Objednali si obrovskou pizzu a neº se Henry stihl pohodln¥ usadit,
Lib¥nka s Mat¥jem uº m¥li v¥t²inu pizzy v sob¥ a na talí°i z·stal jen jeden kousek ve tvaru
trojúhelníku (jak jinak), na n¥mº bylo 9 (fakt malých, asi jako bod) oliv. A tak Henry,
aby na n¥j zbylo alespo¬ n¥co, úkoloval své d¥ti: �Dokaºte, ºe spojením n¥kterých t°í oliv
získáte trojúhelník o obsahu nanejvý² 1/4 zbylé pizzy.� Dokáºete to taky?

�e²ení. Vyjdeme z toho, ºe trojúhelník lze rozd¥lit pomocí jeho st°edních p°í£ek na 4
shodné men²í trojúhelníky. Kaºdý z t¥chto men²ích trojúhelník· pak má obsah roven 1

4
celého trojúhelníku. Z Dirichletova principu pak platí, ºe v alespo¬ jednom malém trojúhel-
níku jsou alespo¬ 3 body. Spojením t¥chto 3 bod· pak dostáváme trojúhelník, jehoº obsah
není v¥t²í neº obsah malého trojúhelníku, a tedy je men²í nebo roven 1

4 celého trojúhelníku.
Tím jsme ale dokázali zadání.

Úloha 2.2. Po dobrém jídle mohla rodinka kone£n¥ vyrazit na výstavu o Egypt¥, která se
práv¥ konala v nedalekém Leno²ín¥. �li a ²li a ²li a najednou. . . Mat¥j se zastavil. Zaujal ho
kanál. On to totiº nebyl ledajaký kanál! Byla to celo£íselná m°íºka a na ní 5 ºabek. �Hele
Lib¥nko!� zak°i£el Mat¥j. �Na tom kanálu jsou ºabky rozsazené tak, ºe jejich spojením
dostaneme konvexní p¥tiúhelník!� �To je toho,� u²klíbla se Lib¥nka koukajíc na roztomilé
obojºivelníky, �mnohem zajímav¥j²í je, ºe jeho obsah je alespo¬ 5/2.� Dokáºete dokázat
Lib¥n£ino tvrzení?

�e²ení. Uvádíme vzorové °e²ení vycházející z °e²ení Ondry Svobody.
Díky Dirichletovu principu víme, ºe n¥který ze st°ed· spojnic n¥jakých dvou vrchol·

p¥tiúhelníku má celo£íselné sou°adnice. Pojmenujeme ho X. Protoºe je p¥tiúhelník kon-
vexní, musí leºet bu¤ úpln¥ uvnit° p¥tiúhelníku, nebo na n¥které jeho stran¥.

X leºí uvnit° p¥tiúhelníku
Spojím tento bod s vrcholy p¥tiúhelníku, £ímº vytvo°ím p¥t nezdegenerovaných trojú-

helník· s celo£íselnými vrcholy. Kaºdý takový trojúhelník má obsah alespo¬ 1
2 . Dohromady

má tedy p¥tiúhelník obsah alespo¬ 5
2 .

X leºí na n¥jaké stran¥ p¥tiúhelníku, ozna£me ji a.
Tato strana má délku alespo¬ 2. V²echny ostatní body leºí pouze na jedné z polorovin

od této strany. dále víme, ºe ºádné t°i vrcholy p¥tiúhelníku neleºí na jedné p°ímce. Znovu
pouºijeme Dirichlet·v princip, tím zjistíme, ºe zbývající t°i vrcholy leºí alespo¬ na dvou
p°ímkách rovnob¥ºných se stranou a. Tedy vzdálenost alespo¬ jednoho bodu od strany
a je alespo¬ 2. Trojúhelník ur£ený tímto bodem a stranou a má obsah alespo¬ 2∗2

2 =
2. Díky konvexnosti p¥tiúhelníku je tento trojúhelník jeho podmnoºinou, proto je obsah
p¥tiúhelníku roven obsahu trojúhelníku a alespo¬ jednoho dal²ího útvaru. Nejmen²í útvar
s vrcholy v celo£íslné m°íºce má obsah 1

2 . Celkem má tedy p¥tiúhelník obsah alespo¬ 5
2 .

Úloha 2.3. Po zoologickém záºitku pokra£ovali dál. Cesta ubíhala pomalu, tak jako
správní turisté hráli r·zné hry. Dokonce s sebou m¥li i cestovní ²achovnici. Henry se na ni
zamy²len¥ zadíval a pak dal d¥tem tuto hádanku: �Ukaºte, ºe ²achovnice n× n lze pokrýt
dílky 1×m práv¥ tehdy, kdyº m d¥lí n.�
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�e²ení. V zadání se po nás chce dokázat ekvivalenci výrok·: ²achovnice n× n lze pokrýt
dílky 1×m⇔ m d¥lí n

Dokáºeme tedy dv¥ implikace:
1) ”⇐ ” je triviální, nebo´ sta£í v jednom °ádku naskládat k = n

m dílk· za sebe, které
°ádek vyplní. Zbylých n− 1 °ádk· vyplníme stejn¥.

2) ”⇒ ” Budeme dokazovat ekvivalentní tvrzení, které dostaneme obm¥nou implikace:
m ned¥lí n ⇒ ²achovnice n× n lze pokrýt dílky 1×m
Uvaºme obarvení m barvami tak, ºe polí£ka prvního °ádku budou postupn¥ obarvena

barvami 1, 2, . . . ,m − 1,m, 1, . . . , polí£ka druhého °ádku barvami 2, . . . ,m − 1,m, 1, . . . ,
podobn¥ pro dal²í °ádky (viz. obr.)

Libovoln¥ poloºený dílek pak zakrývá kaºdou barvu práv¥ jednou. Jestliºe je tedy ²a-
chovnice pokrytá, pak musí obsahovat stejný po£et dílk· od kaºdé barvy, ekvivalentn¥:
²achovnice neobsahuje stejný po£et dílk· od kaºdé barvy, pak nejde pokrýt. Sta£í tedy
ukázat, ºe pokud m ned¥lí n, pak neobsahuje stejný po£et dílk· od kaºdé barvy (a tedy
nejde pokrýt). Nech´ m ned¥lí n, tj. n = a ·m+ b, kde a, b ∈ N a b < m. Vezm¥me prvních
a ·m horních °ádk·. V t¥ch je jist¥ v²ech barev stejn¥. Ve zbýlých b °ádcích vezm¥me prv-
ních a ·m sloupc· zleva. V t¥ch je také v²ech barev stejn¥. Ve zbylém £tevrci je b2 polí£ek,
p°itom polí£ek jedné z barev bude ve £tverci b (úhlop°í£ka vedoucí zespodu zleva). Protoºe
máme m barev a m · b < b2, nem·ºe být ve £tverci stejný polí£ek polí£ek od kaºdé barvy,
tedy ani v celé ²achovnici.

Úloha 2.4. Henry s Mat¥jem a Lib¥nkou kone£n¥ dorazili na výstavu. Vstupné bylo dobro-
volné, proto lidé zanechávali své mince na kruhovém stolu s pr·m¥rem dva metry. Lib¥nka
si v²imla, ºe je na n¥m p°esn¥ 60 mincí libovoln¥ rozmíst¥ných. �Hmmmm. . . �, pomyslela
si, �te¤ uº jen dokázat, ºe existuje na okraji stolu takový bod, ºe sou£et jeho vzdáleností
od st°ed· v²ech 60 mincí je men²í nebo roven 80 m.�

�e²ení. Do kruºnice ur£ující kruh vepí²eme rovnostranný trojúhelník PQR. Jestliºe do-
káºeme pro kaºdý bod X uvnit° kruhu nerovnost |PX|+ |QX|+ |RX| ≤ 4, tak se£tením
60 nerovností získáme, ºe sou£et vzdáleností bod· uvnit° kruhu k bod·m P,Q,R je ≤ 240.
Z toho vyplývá, ºe sou£et vzdáleností v²ech bod· leºících uvnit° kruhu pouze k n¥kterému
jedinému z bod· P,Q,R je men²í nebo roven 80. Tedy alespo¬ jeden z bod· P,Q,R má
poºadovanou vlastnost.

Díky symetrii m·ºeme °e²it pouze p°ípad, kdy X leºí ve výseku mezi body P a Q.
Uvaºme bod Q′ leºící na polop°ímce PX mimo úse£ku PX, tak aby |XQ| = |XQ′|. Úhel
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QXQ′ je nanejvý² 60 stup¬·, proto je úhel XQQ′ = XQ′Q alespo¬ 60 stup¬·, proto Q′

leºí uvnit° kruhu, proto je |PX|+ |QX| = |PX|+ |Q′X| ≤ 2.
Z°ejm¥ platí |RX| ≤ 2, dohromady tedy |PX|+ |QX|+ |RX| ≤ 4.

Úloha 2.5. Dal²í výstava byla v¥novaná kouzelnému sv¥tu pohádek, coº bylo n¥co pro
Lib¥nku. Mat¥j se tvá°il znud¥n¥, ale oºil, hned jak uvid¥l voskové �guríny sedmi trpaslík·.
Stáli totiº v °ad¥ �cik-cak�, vy²²í, niº²í, atd. Obrátil se na Lib¥nku: �Mám pro tebe p°íklad,
který nespo£ítá². Sedm trpaslík· jde v °ad¥ do dolu, a to tak, ºe vý²ka ºádných t°í po
sob¥ jdoucích trpaslík· netvo°í rostoucí posloupnost. Trpaslíci jsou po dvou r·zn¥ vysocí a
nechce se jim chodit v po°adí, které jiº jednou pouºili. Kolik dn· jim to vydrºí? A co kdyº
se p°idá Sn¥hurka?�

�e²ení. Spo£ítejme rad¥ji opa£ný jev, tedy po£et takových se°azení trpaslík·, ºe n¥kte°í
t°i z nich tvo°í rostoucí posloupnost. Výsledek pak ode£teme od celkové po£tu moºných
se°azení - 7! = 5040. Neº se navíc vrhneme na 7 trpaslík·, rozmysleme úlohu pro men²í
po£et.

Kdyby byli trpaslíci 3, tak existuje jen 1 rostoucí se°azení.

Pro 4 trpaslíky máme dv¥ moºnosti. Bu¤ bude trojice roustoucích trpaslík· na pozici A
nebo na pozici B, trpaslíky pro pozici A vyberem 4 zp·soby a na se°azení máme 1 moºnost,
stejn¥ tak pro B. Tedy 4 + 4 = 8. Dále ode£tu p°ípad, kdy je trojice na obou pozicích, ty
jsem totiº zapo£ítal dvakrát. Ten je jen jeden. Celkem 8− 1 = 7.

Opakujme postup pro 5 trpaslík·. Bu¤ je zakázaná trojice na pozici A nebo B a
ode£tem p°ípad, kdy je na obou - tj. na pozici C. Tedy 5 · 7 + 5 · 7− 5 · 4 · 1 = 50.

Pro ²est trpaslík· se nám to uº komplikuje ale nem¥jme strach. Zase máme dv¥ pozice
A a B. Po£et se°azení s trojicí na pozici A je 6 ·50, stejn¥ tak B. Ode£tu p°ípady, kdy jsou
trojice na obou pozicích, ty jsou tentokrát dva. Jednak ty co mají trojici na C a jednak ty
co mají dv¥ trojice na E a F . Prvních je 6 · 5 · 7. Druhých je

(
6
3

)
(práv¥ tolik je moºností

je pro E a pro F mi zbývá jen jedna). Dostávám 6 · 50 + 6 · 50 − 6 · 5 · 7 −
(

6
3

)
= 370.

Tentokrát jsem ale ode£etl p°ípad, kdy je trojice na v²ech pozicích dvakrát (jednou za C a
jednou za E+F ). Ten je jeden - v²ech ²est trpaslík· se°azených v rostoucím po°adí. Celkem
370 + 1 = 371.
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Kone£n¥ máme 7 trpaslík·! Te¤ uº jsme pln¥ p°ipraveni a vytrénováni. Za£neme stejn¥.
7·371 proA a proB. Ode£teme se°azení s trojicí na C, t¥ch je 7·6·50. Dále ode£teme se°azení
se zakázanou trojicí na E i F - t¥ch je

(
7
3

)
·
(

4
3

)
. Zatím máme 7·371+7·371−7·6·50−

(
7
3

)
·
(

4
3

)
=

2954. Zase jsme ale ode£etli dvakrát ta vykutálená se°azení spole£ná pro C a E+F . Kolik
jich je? No to jsou ta se°azení, která obsahují nap°ed trojici rostoucích trpaslík· a pak
£tve°ici nebo naopak. Ty snadno spo£ítáme. T¥ch je celkem

(
7
4

)
+
(

7
4

)
−1 (1 protoºe sedmici

se°azených trpaslík· zapo£ítávám dvakrát) . Celkem tedy máme 2954 + 2 ·
(

7
4

)
− 1 = 3023.

Pro ty co uº ztratili nervy m·ºeme °íct, ºe hledaný po£et je 5040− 3023 = 2017.
Pro odhodlané máme nachystanou sn¥hurku.

Jedeme podle na²eho receptu. Pro A a B máme obdobn¥ 8 ·3023 moºností. Pro se°azení
s trojicí na C máme 8 ·7 ·371. Se°azení s trojicí na E a F je

(
8
3

)(
5
3

)
·2. Nyní op¥t spo£ítejme

po£et spole£ný se°azení pro dv¥ p°edchozí formace. To jsou ty co mají na pozici E trojici
a nakonci £tve°ici rostoucích trpaslík· nebo naopak. T¥ch je

(
8
3

)
·
(

5
4

)
+
(

8
3

)
·
(

5
4

)
−
(

8
4

)
. Pro£

jsem ode£etli
(

8
4

)
? Protoºe se°azení s dv¥ma £tve°icema rostoucích trpaslík· jsme zapo£ítali

ve £lenech
(

8
3

)
·
(

5
4

)
dvakrát. Celkov¥ máme: 8 · 3023 + 8 · 3023 − 8 · 7 · 371 −

(
8
3

)(
5
3

)
· 2 +((

8
3

)
·
(

5
4

)
+
(

8
3

)
·
(

5
4

)
−
(

8
4

))
= 26962. Se Sn¥hurkou mají 8! − 26962 = 40320 moºností na

se°azení.

Úloha 2.6. Mat¥j i Lib¥nka byli zam¥stnáni, proto m¥l Henry kone£n¥ n¥jaký £as i pro
sebe. Celou tu dobu se t¥²il hlavn¥ na pyramidy. Kdyº k jedné p°i²el, uvid¥l vedle ní
na st¥n¥ starodávnou hádanku p°eloºenou z hieroglyf·. //Pravd¥podobnost, ºe Kn¥z od-
poví správn¥ na otázku zji²´ovací je a. Pravd¥podobnost, ºe kn¥ºka odpoví správn¥ je k,
pravd¥podobnost, ºe voják odpoví správn¥ je v. Na oslav¥ se se²li Kn¥z, n¥kolik kn¥ºek a
p°ipletlo se i n¥kolik voják·. Pravd¥podobnost, ºe s Kn¥zem bude dal²í náhodn¥ vybraná
osoba souhlasit je 1/2. Jaký je pom¥r kn¥ºek a voják· na oslav¥?

�e²ení. Pravd¥podobnost, ºe zvolená osoba bude souhlasit kn¥zem, je sou£et pravd¥po-
dobností, ºe kn¥z odpoví ano a stejn¥ tak zvolená osoba odpoví ano, nebo naopak oba
odpoví ne. Tato pst = 1/2 (ze zadání). Pokud si ozna£íme po£et kn¥ºek jako Pk a po£et
voják· jako Pv, m·ºeme tento vztah zapsat následovn¥:

a·((Pk·k)/(Pk+Pv)+(Pv·v)/(Pk+Pv))+(1−a)·((Pk·(1−k))/(Pk+Pv)+(Pv·(1−v))/(Pk+Pv)) =
1

2

Úpravami tohoto výrazu pak dostaneme, ºe Pk/Pv = (1− 2v)/(2k − 1)

Úloha 2.7. V rohu na druhé stran¥ místnosti se kr£ila malá smutná s�nga Florentýnka.
Lib¥nka zrovna do°e²ila problém s mincemi a v²imla si jí. �Co se ti stalo mali£ká? Ztratilas
n¥co?� Zeptala se Lib¥nka malé roztomilé s�ngy. �Neda°í se mi najít jeden trojúhelník.
Podívej � je dán trojúhelník ABC. A já mám najít, pouze pomocí pravítka a kruºítka,
trojúhelník KLM takový, ºe K, L, M leºí po °ad¥ na BC, CA, AB a ze v²ech tako-
výchto trojúhelník· má nejmen²í moºná obsah. Pom·ºe² mi?� Pomozte malé s�nze najít
její trojúhelník.

�e²ení. Podle Josefa Mina°íka: Budeme uvaºovat opa£nou úlohu. M¥jme rovnostranný
trojúhelník K ′L′M ′ a zkusme vytvo°it trojúhelník A′B′C ′ podobný trojúhelníku ABC
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tak, aby m¥l A′B′C ′ co nejv¥t²í obsah a p°itom spl¬oval podmínku ze zadání (aby body
K ′, L′,M ′ leºely na stranách a′, b′, c′). Uvaºujme tedy nap°ed jak sestrojit v·bec n¥jaký
takový trojúhelník.

Protoºe máme zadaný ABC, tak známe úhel p°i vrcholu A a tedy i u vcholu A′ v A′B′C
(v¥ta uu o podbnosti). Sestrojíme tedy tzv. ekvigonálu, tedy kruºnici takových bod· X,
ºe úhel L′XM ′ má velikost CAB. Obdobn¥ pro dal²í vcholy. Zvolíme-li nyní libovolný bod
A′ z ekvigonály na níº má leºet bod A (tedy nad úse£kou L′M ′) a vedeme p°ímky body L′

a M ′, tak pr·se£íky t¥chto p°ímek se zbylými dv¥ma ekvagonálami (r·zné od L′,M ′) nám
ur£í body B′, C ′. Nyní tedy chceme vybrat takový bod A′ aby byl trojúhelník A′B′C ′ co
nejv¥t²í.

Vzhledem k tomu, ºe jsou si v²echny podobné, tak nejv¥t²í obsah bude mít ten, který
má nejdel²í nap°. stranu A′B′. Uvaºujme tedy pr·se£íky ekvigonál pro A′ a B′ � jeden
z nich je M ′, druhý nazv¥me t°eba D. Protoºe pro libovolnou volbu A′ se velikosti úhl·
DA′M ′ a DB′M ′ nem¥ní (v¥ta o obvodových úhlech), tak, podle v¥ty uu jsou v²echny
trojúhelíky A′DB′ podobné. Strana A′B′ tedy bude nejdel²í práv¥ tedy kdyº bude nejdel²í
nap°. strana DA′. Ta m·ºe být nejdel²í pouze tak, ºe DA′ je pr·m¥r ekvigonály a tedy
úhel A′M ′D musí být pravý (thaletova kruºnice).

Bod A′ tedy získáme tak, ºe narýsujeme kolmici k DM ′ a pr·se£ík s odpovídající
ekvigonálou nám jej vyty£í.

Nyní uº jen p°eneseme zobrazíme A′B′C ′ na ABC, £ímº dostaneme hledaný KLM .

L′

K′

M ′

EA′

EC′

EB′

D

38.77◦

51.23◦

A′

B′

C′

C

B

38.77◦

51.23◦ A90◦
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