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Reseni 3. série

KOMBINATORICKA
GEOMETRIE

Uloha 2.1. Henry vzal své dvé ratolesti na vylet. Jako ostatné kazdy jejich vylet, i tento
zaCal u dobrého jidla. Objednali si obrovskou pizzu a nez se Henry stihl pohodIné usadit,
Libénka s Matéjem uz méli vétginu pizzy v sobé a na talifi ztstal jen jeden kousek ve tvaru
trojuhelniku (jak jinak), na némZz bylo 9 (fakt malych, asi jako bod) oliv. A tak Henry,
aby na né&j zbylo alespoti néco, tikoloval své déti: ,Dokazte, ze spojenim nékterych tif oliv
ziskate trojuhelnik o obsahu nanejvys 1/4 zbylé pizzy.* Dokazete to taky?

ReSeni. Vyjdeme z toho, Ze trojahelnik lze rozdélit pomoci jeho stiednich p¥icek na 4
shodné mensi trojihelniky. Kazdy z téchto mengich trojihelnikii pak ma obsah roven %
celého trojuhelniku. Z Dirichletova principu pak plati, Ze v alespoinl jednom malém trojahel-
niku jsou alesponi 3 body. Spojenim téchto 3 boda pak dostavame trojuhelnik, jehoz obsah
neni vétsi nez obsah malého trojiuhelniku, a tedy je mensi nebo roven i celého trojuhelniku.

Tim jsme ale dokézali zadani.

Uloha 2.2. Po dobrém jidle mohla rodinka koneéné vyrazit na vystavu o Egypté, ktera se
pravé konala v nedalekém Lenosing. Sli a §li a §li a najednou. .. Mat&j se zastavil. Zaujal ho
kanél. On to totiz nebyl ledajaky kanal! Byla to celo¢iselnd miizka a na ni 5 zabek. Hele
Libénko!“ zak¥icel Maté&j. ,Na tom kanalu jsou Zabky rozsazené tak, Ze jejich spojenim
dostaneme konvexni pétiuhelnik!* ,To je toho,* ugklibla se Libénka koukajic na roztomilé
obojzivelniky, ,mnohem zajimavé&jsi je, Ze jeho obsah je alesponn 5/2.“ Dokazete dokazat
Libén¢ino tvrzeni?

Regeni. Uvadime vzorové feSeni vychazejici z feSeni Ondry Svobody.

Diky Dirichletovu principu vime, Ze néktery ze stfedli spojnic néjakych dvou vrchold
pétithelniku ma celoc¢iselné souradnice. Pojmenujeme ho X. ProtoZe je pétithelnik kon-
vexni, musi lezet bud tplné uvnitf¥ pétithelniku, nebo na nékteré jeho strané.

X lezi uvnit¥ pétiihelniku

Spojim tento bod s vrcholy pétithelniku, ¢imz vytvofim pét nezdegenerovanych trojui-
helnfkt s celo¢iselnymi vrcholy. Kazdy takovy trojuhelnik ma obsah alespon % Dohromady
maé tedy pétithelnik obsah alespon %

X lezi na néjaké strané pétinhelniku, oznac¢me ji a.

Tato strana ma délku alespoii 2. V8echny ostatni body leZi pouze na jedné z polorovin
od této strany. dale vime, ze zadné tii vrcholy pétithelniku nelezi na jedné piimce. Znovu
pouzijeme Dirichletiv princip, tim zjistime, Ze zbyvajici tfi vrcholy lezi alespon na dvou
pfimkéach rovnobéznych se stranou a. Tedy vzdélenost alesponn jednoho bodu od strany
a je alesponn 2. Trojihelnfk uréeny timto bodem a stranou a mé obsah alespon % =
2. Diky konvexnosti pétidhelniku je tento trojihelnik jeho podmnozinou, proto je obsah
pétithelniku roven obsahu trojihelniku a alesponn jednoho dalstho Gtvaru. Nejmensi ttvar

s vrcholy v celo¢islné m¥izce ma obsah % Celkem mé tedy pétithelnik obsah alespoii %

Uloha 2.3. Po zoologickém zazitku pokracovali dal. Cesta ubihala pomalu, tak jako
spravni turisté hrali rtizné hry. Dokonce s sebou méli i cestovni{ Sachovnici. Henry se na ni
zamy§$lené zadival a pak dal détem tuto hdadanku: ,UkaZzte, Ze Sachovnice n X n lze pokryt
dilky 1 x m pravé tehdy, kdyz m déli n.“
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ReSeni. V zadani se po nas chee dokazat ekvivalenci vyrokii: Sachovnice n x n lze pokryt
dilky 1 x m < m déli n

Dokézeme tedy dvé implikace:

1) ” <=7 je trivialni, nebot staci v jednom fadku naskladat k = - dilku za sebe, které
fadek vyplni. Zbylych n — 1 fa4dkt vyplnime stejné.

2) 7 =7 Budeme dokazovat ekvivalentni tvrzeni, které dostaneme obménou implikace:

m nedéli n = Sachovnice n X n lze pokryt dilky 1 x m

Uvazme obarven{ m barvami tak, Ze policka prvntho fadku budou postupné obarvena
barvami 1,2,...,m — 1,m,1,..., policka druhého fadku barvami 2,...,m — 1,m,1,...,
podobné pro dalsi fadky (viz. obr.)

Libovolné poloZeny dilek pak zakryva kazdou barvu pravé jednou. Jestlize je tedy Sa-
chovnice pokryté4, pak musi obsahovat stejny pocet dilkd od kazdé barvy, ekvivalentné:
Sachovnice neobsahuje stejny pocet dilkti od kazdé barvy, pak nejde pokryt. Stadi tedy
ukazat, ze pokud m nedéli n, pak neobsahuje stejny pocet dilki od kazdé barvy (a tedy
nejde pokryt). Necht m nedéli n, tj. n = a-m+0b, kde a, b € N a b < m. Vezméme prvnich
a-m hornich fadkd. V téch je jisté vSech barev stejné. Ve zbylych b fadcich vezméme prv-
nich a - m sloupcii zleva. V téch je také viech barev stejné. Ve zbylém ¢tevrci je b? policek,
pfitom poli¢ek jedné z barev bude ve ¢tverci b (nhlopticka vedouci zespodu zleva). Protoze
mame m barev a m - b < b?, nemiize byt ve ¢tverci stejny policek policek od kazdé barvy,
tedy ani v celé Sachovnici.

Uloha 2.4. Henry s Maté&jem a Libénkou konetné dorazili na vystavu. Vstupné bylo dobro-
volné, proto lidé zanechavali své mince na kruhovém stolu s pramérem dva metry. Libénka
si vSimla, Ze je na ném pfesné 60 minci libovolné rozmisténych. ,Hmmmm...“ pomyslela
si, ,ted uz jen dokazat, 7e existuje na okraji stolu takovy bod, Ze soucet jeho vzdélenosti
od stiedii v8ech 60 minci je mensi nebo roven 80 m.“

ReSeni. Do kruznice urcujici kruh vepiSeme rovnostranny trojuhelnik PQR. Jestlize do-
kdzeme pro kazdy bod X uvnit¥ kruhu nerovnost |[PX| + |QX|+ |RX| < 4, tak seftenim
60 nerovnosti ziskdme, Ze soucet vzdalenosti bodd uvniti kruhu k bodim P, @, R je < 240.
7 toho vyplyva, ze soucet vzdalenosti vSech bodi leZicich uvnit¥ kruhu pouze k nékterému
jedinému z bodtu P, @, R je mensi nebo roven 80. Tedy alesponn jeden z bodd P,Q, R ma
pozadovanou vlastnost.

Diky symetrii mizeme Tegit pouze pfipad, kdy X lezi ve vyseku mezi body P a Q.
Uvazme bod Q' lezici na polopfimce PX mimo tsecku PX, tak aby |XQ| = |XQ’|. Uhel
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QX Q' je nanejvys 60 stupit, proto je thel XQQ' = XQ'Q alespon 60 stupii, proto Q'
lezi uvnit¥ kruhu, proto je |[PX|+ |QX| = |PX|+ |Q'X| < 2.
Z¥ejmé plati |RX| < 2, dohromady tedy |PX|+ |QX|+ |RX| < 4.

Uloha 2.5. Dalii vystava byla vénovana kouzelnému svétu pohadek, coz bylo néco pro
Libénku. Matéj se tvaril znudéné, ale ozil, hned jak uvidél voskové figuriny sedmi trpasliki.
Stali totiz v fadé “cik-cak”, vyssi, niz8i, atd. Obréatil se na Libénku: ,Mam pro tebe piiklad,
ktery nespocitas. Sedm trpaslikt jde v fadé do dolu, a to tak, ze vyska zaddnych t¥i po
sobé jdoucich trpaslikt netvofi rostouci posloupnost. Trpaslici jsou po dvou rizné vysoci a
nechce se jim chodit v poradi, které jiz jednou pouzili. Kolik dni jim to vydrzi? A co kdyz
se prida Snéhurka?”

ReSeni. Spocitejme rad&ji opainy jev, tedy pocet takovych sefazeni trpasliki, ze nektefi
tfi z nich tvofi rostouci posloupnost. Vysledek pak odecteme od celkové pocétu moznych
sefazeni - 7! = 5040. Nez se navic vrhneme na 7 trpaslikii, rozmysleme tlohu pro mensi

pocet.
Kdyby byli trpaslici 3, tak existuje jen 1 rostouci sefazeni.
B
© 0 O
| |

A

Pro 4 trpasliky mame dvé moznosti. Bud bude trojice roustoucich trpaslikt na pozici A
nebo na pozici B, trpasliky pro pozici A vyberem 4 zptsoby a na sefazeni mame 1 moznost,
stejné tak pro B. Tedy 4 + 4 = 8. Dale odectu pripad, kdy je trojice na obou pozicich, ty
jsem totiz zapocital dvakrat. Ten je jen jeden. Celkem 8 — 1 = 7.

00 0 00O
A 1 Bl

Opakujme postup pro 5 trpaslikii. Bud je zakdzana trojice na pozici A nebo B a
odectem piipad, kdy je na obou - tj. na pozici C. Tedy 5-7+5-7—5-4-1 = 50.

‘00 00 O O
A | ls

Pro Sest trpaslikli se ndm to uz komplikuje ale neméjme strach. Zase mame dvé pozice
A a B. Pocet sefazeni s trojici na pozici 4 je 6-50, stejné tak B. OdeCtu pt¥ipady, kdy jsou
trojice na obou pozicich, ty jsou tentokrat dva. Jednak ty co maji trojici na C' a jednak ty
co maji dvé trojice na E a F'. Prvnich je 6 -5 - 7. Druhych je (g) (pravé tolik je moznosti
je pro E a pro F mi zbyva jen jedna). Dostavam 6 - 50 +6-50 — 6 -5 -7 — (5) = 370.
Tentokrat jsem ale odecet] pFipad, kdy je trojice na v8ech pozicich dvakrat (jednou za C a
jednou za E-+F'). Ten je jeden - vSech Sest trpaslikii sefazenych v rostoucim potadi. Celkem
370 + 1 = 371.

E C F
| ' ]

o o 0 o o o o
A | B
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Koneéné mame 7 trpaslikti! Ted uZ jsme plné pfipraveni a vytrénovani. Zac¢neme stejné.
7-371 pro A a pro B. Odetteme sefazeni s trojici na C, téch je 7-6-50. Dale odeéteme sefazeni
se zakdzanou trojicina E i F - téch je (g) . (g) Zatim mame 7-3714+7-371—-7-6-50— (:,7)) . (é) =
2954. Zase jsme ale odecetli dvakrat ta vykutalena sefazeni spoleéna pro C' a F+ F'. Kolik
jich je? No to jsou ta sefazeni, kterd obsahuji napfed trojici rostoucich trpasliki a pak
¢tverici nebo naopak. Ty snadno spoéitame. Téch je celkem (Z) + (Z) —1 (1 protoze sedmici
sefazenych trpaslikii zapoc¢itavam dvakrat) . Celkem tedy mame 2954 + 2 - (Z) — 1 =3023.

Pro ty co uz ztratili nervy mutzeme Fict, Ze hledany pocet je 5040 — 3023 = 2017.

Pro odhodlané méme nachystanou sn€hurku.

le ? ¢ i F
o o o o o o o o

Jedeme podle naseho receptu. Pro A a B mame obdobné 8-3023 moznosti. Pro sefazeni
s trojici na C méme 8-7-371. Sefazeni s trojici na E a F je (g) (g) -2. Nyni opét spocitejme
pocet spolecny sefazeni pro dvé pfedchozi formace. To jsou ty co maji na pozici E trojici
a nakonci ¢tverici rostoucich trpaslikti nebo naopak. Téch je (2) . (i) + (g) . (i) — (i). Pro¢
jsem odecetli (i) 7 Protoze sefazeni s dvéma ¢tveficema rostoucich trpaslikii jsme zapocitali
ve élenech (§) - (3) dvakrat. Celkové mame: 8- 3023 +8-3023 —8-7-371— (5)(3) - 2+
(&) -G+ () - () — (&) = 26962. Se Snéhurkou maji 8! — 26962 = 40320 moznosti na
sefazeni.

Uloha 2.6. Maté&j i Libénka byli zaméstnani, proto mél Henry konetné né&jaky ¢as i pro
sebe. Celou tu dobu se téSil hlavné na pyramidy. Kdyz k jedné p¥isel, uvidél vedle ni
na sténé starodavnou hadanku pfelozenou z hieroglyfu. //Pravdépodobnost, ze Knéz od-
povi spravné na otazku zjistovaci je a. Pravdépodobnost, Ze knézka odpovi spravné je k,
pravdépodobnost, Ze vojak odpovi spravné je v. Na oslavé se sesli Knéz, nékolik knézek a
pripletlo se i nékolik vojakt. Pravdépodobnost, ze s Knézem bude dalsi ndhodné vybrana
osoba souhlasit je 1/2. Jaky je pomér knézek a vojaki na oslave?

Reseni. Pravdépodobnost, Ze zvolena osoba bude souhlasit knézem, je soudet pravdépo-
dobnost{, Ze knéz odpovi ano a stejné tak zvolend osoba odpovi ano, nebo naopak oba
odpovi ne. Tato pst = 1/2 (ze zadani). Pokud si ozna¢ime pocet knézek jako Py a podcet
vojékt jako P,, miizeme tento vztah zapsat nasledovné:

a-((Pr-k)/ (PetPo)+(Pyv) [ (Pt Py))+(1=a)-(Pr- (1)) / (Pe Py )+ (P (1=0)) / (Pt P)) = %

Upravami tohoto vyrazu pak dostaneme, e Py/P, = (1 — 2v)/(2k — 1)

Uloha 2.7. V rohu na druhé strané mistnosti se kré¢ila mald smutna sfinga Florentynka.
Libénka zrovna dofesila problém s mincemi a v&imla si ji. ,,Co se ti stalo malicka? Ztratilas
néco?“ Zeptala se Libé&nka malé roztomilé sfingy. ,Nedafi se mi najit jeden trojuhelnik.
Podivej — je dan trojuhelnik ABC. A j4 mam najit, pouze pomoci pravitka a kruZitka,
trojuhelnik K LM takovy, ze K, L, M lezi po fadé na BC, C'A, AB a ze viech tako-
vychto trojihelnikt mé nejmensi mozna obsah. Pomizes mi?“ Pomozte malé sfinze najit
jejf trojtuhelnik.

Reseni. Podle Josefa Minarika: Budeme uvaZzovat opatnou tlohu. M&jme rovnostranny
trojahelnik K'L'M’ a zkusme vytvorit trojuhelnik A’B’C’ podobny trojuhelniku ABC
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tak, aby mél A’B'C’ co nejvétsi obsah a pfitom splioval podminku ze zadani (aby body
K' L', M' lezely na stranach o', ¥, ). Uvazujme tedy napied jak sestrojit viibec n&jaky
takovy trojihelnik.

Protoze mame zadany ABC), tak zname thel pfi vrcholu A a tedy i u vcholu A’ v A’B'C
(véta uu o podbnosti). Sestrojime tedy tzv. ekvigonalu, tedy kruZznici takovych bodu X,
ze uhel L' X M’ ma velikost C AB. Obdobné pro dalsi vcholy. Zvolime-li nyni libovolny bod
A’ 7 ekvigonaly na niz ma lezet bod A (tedy nad useckou L' M') a vedeme p¥imky body L'
a M, tak priiseciky t&chto pifmek se zbylymi dvéma ekvagonalami (riizné od L', M’) nam
ur¢i body B’,C’. Nyni tedy chceme vybrat takovy bod A’ aby byl trojihelnik A’B'C’ co
nejvetsi.

Vzhledem k tomu, Ze jsou si vechny podobné, tak nejvétsi obsah bude mit ten, ktery
mé nejdeldi napi. stranu A’B’. Uvazujme tedy priseciky ekvigonal pro A’ a B’ — jeden
z nich je M’, druhy nazvéme t¥eba D. ProtoZze pro libovolnou volbu A’ se velikosti thli
DA'M’ a DB’M' neméni (véta o obvodovych thlech), tak, podle véty uu jsou vSechny
trojuheliky A’DB’ podobné. Strana A’B’ tedy bude nejdelsi prave tedy kdyz bude nejdelsi
napt. strana DA’. Ta miZe byt nejdelsi pouze tak, ze DA’ je primér ekvigonaly a tedy
tthel A’M’D musi byt pravy (thaletova kruznice).

Bod A’ tedy ziskame tak, Ze narysujeme kolmici k DM’ a prusecik s odpovidajic
ekvigonélou nam jej vytyci.

Nyni uZ jen pfeneseme zobrazime A’B'C’ na ABC, ¢im7 dostaneme hledany K LM.

38.77°

M’

51.230
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