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�e²ení 4. série

Obarvování

Úloha 4.1. Mat¥j si hrál se svou p°ímkou. Obarvoval ji dv¥ma barvami, ale a´ ji obarvoval
jak cht¥l, vºdycky na ní na²el t°i body stejné barvy, z nichº jeden byl st°edem zbylých dvou.
Zvládnete dokázat, ºe to platí pro kaºdé dvoubarevné obarvení p°ímky?

�e²ení. Dokaºme toto tvrzení sporem. Pokusme se na p°ímce najít 3 body stejné barvy,
z nichº jeden je st°edem zbylých dvou. Nech´ je první barva, jiº umístíme, nazvána r·ºová
a druhá bordó. Pak si m·ºeme zvolit na p°ímce dva libovolné r·ºové body A a B a jejich
st°ed C obarvit na bordó. Dále m¥jme na p°ímce bod D ve vzdálenosti |AB| od bodu A
takový, ºe D!=B a bod E ve vzdálenosti |AB| od bodu B takový, ºe E != A. Jelikoº A a B
jsou r·ºové a A je st°edem úse£ky DB resp. B je st°edem úse£ky AE, musíme body D a E
obarvit na bordó. Nyní si v²ak v²imn¥me, ºe bod C je jak st°edem r·ºových bod· A a B,
tak st°edem bordó bod· D a E -> a´ ho obarvíme jakkoliv, vºdy budeme mít na p°ímce
t°i body stejné barvy, z nichº jeden je st°edem zbylých dvou.

Úloha 4.2. Lib¥nka Mat¥je a jeho p°ímku zahanbila, kdyº si p°inesla rovnou celou rovinu.
P·j£ila si od Mat¥je jeho dv¥ barvy a v dvoubarevné rovin¥ pak hledala také trojici bod·
stejné barvy, tentokrát v²ak tvo°ící rovnostranný trojúhelník. Dokaºte, ºe jej lze najít v
kaºdém takovém obarvení.

�e²ení. V dôkaze trvdenia vyuºijeme predpoklad z prvej úlohy. Na priamke vºdy doká-
ºeme nájs´ 3 body rovnakej farby, kde jeden je stredom zvy²ných dvoch. Nájdime teda
na ©ubovnej priamke roviny tieto body, nech majú farbu a, a ozna£me ich A, B, C. �alej
zvo©me body D, E, F tak, ºe v²etky leºia na jednej polrovine ur£enej AB a trojuholníky
ABD, BCE, ACF a DEF sú rovnostranné. Pokia© ©ubovo©ný z troch nových bodov má
farbu a, na²li sme h©adaný trojuholník. Pokia© ºiaden nemá farbu a, majú v²etky farbu
b, teda dokopy tvoria takýto trojuholník. �ím sme dokázali, ºe vºdy vieme nájs´ takýto
trojuholník.

Úloha 4.3. Po ob¥d¥ se ke dvojici p°ipojila i Bubla se svou vlastní rovinou. Bubla si svou
rovinu obarvila takovým zp·sobem, ºe kaºdá p°ímka v této rovin¥ obsahovala body práv¥
dvou barev. Na vás je ur£it, kolika barvami mohla být rovina obarvená. (Nezapome¬te na
zd·vodn¥ní, pro£ pro jiné po£ty barev takto rovinu obarvit nelze.)

�e²ení. P°edpokládáme, ºe kaºdá p°ímka v rovin¥ obsahuje body práv¥ dvou barev.
Ozna£me n po£et barev, kterými je rovina obarvena. Nyní pro kaºdé n ukáºeme zda lze
rovinu obarvit n barvami tak, aby kaºdá p°ímka v rovin¥ obsahovala body práv¥ dvou
barev.
Pro n = 1: Kaºdá p°ímka v rovin¥ obsahuje body práv¥ jedné barvy, coº je spor s p°edpo-
kladem. Rovina tedy musela být obarvena alespo¬ dv¥ma barvami.
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Pro n = 2: Zvolme dv¥ r·znob¥ºky p, q a obarv¥me je celé krom¥ jejich pr·se£íku P první
barvou, dále touto barvou obarv¥me kruºnici libovolného polom¥ru se st°edem v P . Zby-
tek roviny obarv¥me druhou barvou. Nyní p°ímky p i q obsahují body barvy jedna a bod P
barvy dva, jsou tedy dvoubarevné. P°ímky rovnob¥ºné s p (q) jsou barvy dva aº na jejich
pr·se£ík s q (p), který je barvy jedna. A p°ímky procházející bodem P mají barvu dva
krom¥ pr·se£ík· s kruºnicí barvy jedna. V²echny dal²í p°ímky ur£it¥ protínají jak p, tak q
a mají tak krom¥ bod· barvy dva alespo¬ dva body barvy jedna. Rovina tedy mohla být
obarvena dv¥ma barvami.
Pro n = 3: Zvolme znovu dv¥ r·znob¥ºky p, q a aº na pr·se£ík P je obarv¥me barvou
jedna, pr·se£ík P barvou dva a zbytek roviny barvou t°i. P°ímky p a q jsou barvy jedna
aº na bod P , který je barvy dva. P°ímky rovnob¥ºné s p (q) mají barvu t°i krom¥ bodu,
kde protínají q (p) barvy jedna. P°ímky procházející st°edem mají barvu t°i aº na bod P ,
kde je barva dva. V²echny ostatní p°ímky jsou barvy t°i krom¥ dvou bod·, kde protínají
p a q. Rovina mohla být obarvena i t°emi barvami.
Pro n >= 4: M¥jme £ty°i body A,B,C,D po °ad¥ barev a, b, c, d. Podle p°edpokladu ºádné
t°i z t¥chto bod· neleºí na p°ímce. Tyto body m·ºeme vºdy rozd¥lit do dvojicí tak, ºe se
p°ímky ur£ené danými dvojicemi bod· protínají. A´ uº má pr·se£ík jakoukoli barvu, ale-
spo¬ jedna p°ímka bude trojbarevná, coº je spor s p°edpokladem. Rovina tedy mohla být
obarvena pouze dv¥ma nebo t°emi barvami.

Úloha 4.4. K ve£eru se z práce vrátil Henry a v²em vyrazil dech, kdyº si za£al obarvovat
rovnou celý prostor. Kaºdý bod v prostoru obarvil bu¤ £erven¥, mod°e nebo zelen¥. Potom
si na £ervený papír zapsal v²echny vzdálenosti n¥kterých dvou £ervených bod· a podobn¥
to ud¥lal s modrým a zeleným papírem (pro modré a zelené body). K jeho úºasu v²ak a´ uº
prostor obarvil jakkoliv, vºdy jeden z papír· obsahoval v²echna kladná reálná £ísla. Va²ím
úkolem je toto tvrzení dokázat.

�e²ení. Podle Ond°eje Svobody Budeme dokazovat sporem. Pro spor p°edpokládáme,
ºe na kaºdém papíru chybí alespo¬ jedno kladné reálné £íslo. Vyberme od kaºdé barvy
n¥které chyb¥jící £íslo a ozna£me je c,m, z (podle barev papíru). Bez újmy na obecnosti
m·ºeme p°edpokládat c ≥ m ≥ z.

Od kaºdé barvy musí být v prostoru alespo¬ jeden bod. Kdyby byly v²echny body
nap°íklad pouze modré nebo zelené, sta£ilo by vybrat libovolný modrý bod. Sféra o polo-
m¥ru m kolem n¥j by musela být celá zelená a byly by na ní tudíº ur£it¥ dva zelené body o
vzdálenosti z, coº by byl spor. A pokud by byly v²echny body zelené, dostali bychom spor
rovnou.

Nyní tedy uº m·ºeme vybrat £ervený bod C a prozkoumat sféru se st°edem C a polo-
m¥rem c. Musí být celá modrozelená (nazv¥me ji proto Zem¥) a zárove¬ nem·ºe být celá
zelená (na²li bychom dva body o vzdálenosti z), takºe na ní lze vybrat modrý bod M .
Sféra se st°edem M a polom¥rem m je celá £ervenozelená (°íkejme jí Mars). Pr·nik Zem¥
a Marsu je kruºnice, která je sou£asn¥ celá modrozelená i £ervenozelená, takºe musí být
celá zelená. Pokud by její pr·m¥r byl v¥t²í nebo roven z, m¥li bychom vyhráno, protoºe
bychom na ní na²li dva zelené body o vzdálenosti z a dostali bychom spor.

Kruºnici ozna£me jako k, její polom¥r r. Kuºel ur£ený kruºnicí k a vrcholem M má
z°ejm¥ (viz obrázek) tupý vrcholový úhel. Z toho plyne, ºe pro jeho vý²ku v platí v ≤ r.
Z trojúhelníkové nerovnosti pak snadno dostáváme 2r ≤ v + r ≤ m ≤ z, coº nám tedy
kone£n¥ dává kýºený spor.
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Úloha 4.5. Kouma s �oumou nemají barvi£ky moc rádi. K ostatním se proto nep°ipojili
a rad¥ji si hráli s p°irozenými £ísly z mnoºiny {1, 2, 3, . . . , 2n − 1, 2n}. �ouma se snaºil
dokázat, ºe kterýchkoliv n + 1 z nich obsahuje p, q taková, ºe p a q jsou nesoud¥lná,
zatímco Kouma dokazoval, ºe mezi libovolnými n+ 1 z nich umí najít r, s taková, ºe r je
celo£íselným násobkem s. Vy ur£it¥ zvládnete dokázat ob¥ tvrzení.

�e²ení. �oumovo tvrzení: rozd¥líme mnoºinu na dvojice 2k − 1, 2k, 1 ≥ k ≥ n. Do t¥chto
n dvojic musíme vloºit n+1 £ísel, dle dirichletova principu tedy musí být alespo¬ v jedné
dvojici dv¥ £ísla. Protoºe jsou ale dv¥ posob¥ jdoucí £ísla nesoud¥lná, na²li jsme p, q.

Koumovo tvrzení: Kaºdé p°irozené £íslo m·ºeme zapsat ve tvaru 2i ·l, kde l je liché £íslo
a to jednozna£n¥. M·ºeme tedy rozd¥lit v²ech 2n £ísel do n skupin podle onoho lichého
£ísla. Dle DP op¥t v jedné skupin¥ budou alespo¬ 2 z vybraných n+1 £ísel. Ta jsou tvaru
2i · l a 2j · l, BÚNO i < j. Pak ale 2j · l = 2(j− i) ·2i · l, tedy jedno je celo£íselným násobkem
druhého, QED.

Úloha 4.6. Kdyº �oumu omrzela p°irozená £ísla, °ekl Koumovi, ºe na²el nenulová reálná
£ísla x, y, z, jejichº sou£et je r·zný od nuly a která spl¬ují 1

x + 1
y + 1

z = 1
x+y+z . Kouma z

toho hned poznal, ºe n¥která dv¥ z t¥chto £ísel se li²í jen znaménkem. Dokaºte to.

�e²ení. Vynásobíme rovnici spole£ným (nenulovým) jmenovatelem xyz(x+ y + z) a p°e-
vedeme v²e na jednu stranu. Získáme:

(xy + yz + zx)(x+ y + z)− xyz = 0

x2y + xy2 + xyz + xyz + y2z + yz2 + x2z + xyz + xz2 − xyz = 0

x2(y + z) + x(y2 + 2yz + z2) + yz(y + z) = 0

(y + z)(x2 + x(y + z) + yz) = 0

(y + z)(x+ y)(x+ z) = 0

Tato rovnice má t°i °e²ení: y = −z, x = −y, x = −z, a protoºe úpravy byly ekvivalentní,
jsou to také jediná °e²ení rovnice p·vodní. V²echna t°i mají navíc tu vlastnost, ºe se dv¥
prom¥nné rovnají aº na znaménko, coº jsme cht¥li dokázat.

Úloha 4.7. Z Leno²ína do Hloup¥tína p°i²lo po²tou liché p°irozené £íslo k a také p°irozené
£íslo n. Hloup¥tínské nenapadlo nic lep²ího, neº spo£ítat výraz 2 · (1k +2k +3k + · · ·+nk)
a poslat ho zp¥t. V Leno²ín¥ pak zjistili, ºe toto £íslo je d¥litelné £íslem n(n+ 1). Poda°í
se vám to dokázat?

�e²ení. Jelikoº jsou £ísla n a n + 1 nesoud¥lná, tak nám sta£í dokázat, ºe zadaný výraz
d¥lí £ísla n a n + 1. Rozli²me dva p°ípady, kdy je n sudé a kdy liché. Pro oba p°ípady si
zvlá²´ p°epí²eme daný sou£et a £leny p°euspo°ádáme. Pro n sudé máme:
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Pro liché n si sou£et upravme následovn¥:
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V obou p°ípadech z prvního °ádku a známého vztahu a+ b | ak + bk pro k liché vidíme, ºe
je celý sou£et d¥litelný £íslem n+ 1. Z druhého °ádku je zase jasná d¥litelnost £íslem n.
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