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ReSeni 4. série

OBARVOVANI

Uloha 4.1. Matg&j si hral se svou pifmkou. Obarvoval ji dvéma barvami, ale at ji obarvoval
jak chtél, vzdycky na ni nasel t¥i body stejné barvy, z nichz jeden byl stFfedem zbylych dvou.
Zvladnete dokazat, Ze to plati pro kazdé dvoubarevné obarveni pifimky?

ReSeni. Dokazme toto tvrzeni sporem. Pokusme se na pifmce najit 3 body stejné barvy,
z nichz jeden je stfedem zbylych dvou. Necht je prvni barva, jiz umistime, nazvana razova
a druhd bordé. Pak si mizeme zvolit na pfimce dva libovolné rizové body A a B a jejich
stfed C obarvit na bordé. Déale méjme na pfimce bod D ve vzdalenosti |[AB| od bodu A
takovy, ze D!=B a bod E ve vzdalenosti |AB| od bodu B takovy, ze E = A. Jelikoz A a B
jsou razové a A je stfedem tusecky DB resp. B je stiedem tsecky AE, musime body D a E
obarvit na bordé. Nyni si v8ak vS§imnéme, Ze bod C je jak stfedem riazovych bodi A a B,
tak stfedem bordé bodd D a E -> at ho obarvime jakkoliv, vidy budeme mit na piimce
t1i body stejné barvy, z nichz jeden je stfedem zbylych dvou.

Uloha 4.2. Libénka Matéje a jeho pfimku zahanbila, kdy#Z si p¥inesla rovnou celou rovinu.
Pujcila si od Matéje jeho dvé barvy a v dvoubarevné roviné pak hledala také trojici bodu
stejné barvy, tentokrat v8ak tvofici rovnostranny trojuhelnik. Dokazte, Ze jej lze najit v
kazdém takovém obarveni.

ReSeni. V dokaze trvdenia vyuzijeme predpoklad z prvej alohy. Na priamke vidy doké-
zeme néjst 3 body rovnakej farby, kde jeden je stredom zvysnych dvoch. Najdime teda
na lubovnej priamke roviny tieto body, nech maji farbu a, a ozna¢me ich A, B, C. Dalej
zvolme body D, E, F tak, Ze v8etky leZia na jednej polrovine uréenej AB a trojuholniky
ABD, BCE, ACF a DEF su rovnostranné. Pokial TubovoIny z troch novych bodov ma
farbu a, nagli sme hladany trojuholnik. Pokial Ziaden nemd farbu a, maji vSetky farbu
b, teda dokopy tvoria takyto trojuholnik. Cim sme dokazali, ze vzdy vieme najst takyto
trojuholnik.

Uloha 4.3. Po obédé se ke dvojici pfipojila i Bubla se svou vlastni rovinou. Bubla si svou
rovinu obarvila takovym zptsobem, ze kazd4 ptfimka v této roviné obsahovala body praveé
dvou barev. Na vas je uréit, kolika barvami mohla byt rovina obarvena. (Nezapomeiite na
zditvodnéni, pro¢ pro jiné pocty barev takto rovinu obarvit nelze.)

Reseni. Predpokladame, ze kazda pfimka v roviné obsahuje body pravé dvou barev.
Oznacme n pocet barev, kterymi je rovina obarvena. Nyni pro kazdé n ukdZeme zda lze
rovinu obarvit n barvami tak, aby kazda primka v roviné obsahovala body préavé dvou
barev.

Pro n = 1: Kazda piimka v roviné obsahuje body pravé jedné barvy, coz je spor s predpo-
kladem. Rovina tedy musela byt obarvena alesponn dvéma barvami.
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Pro n = 2: Zvolme dvé riznobézky p, ¢ a obarvéme je celé kromé jejich prase¢tku P prvnf
barvou, déle touto barvou obarvéme kruznici libovolného poloméru se stfedem v P . Zby-
tek roviny obarvéme druhou barvou. Nyni pfimky p i ¢ obsahuji body barvy jedna a bod P
barvy dva, jsou tedy dvoubarevné. P¥imky rovnobézné s p (¢) jsou barvy dva az na jejich
prusecik s ¢ (p), ktery je barvy jedna. A pfimky prochézejici bodem P maji barvu dva
kromé priise¢ikti s kruznici barvy jedna. VSechny dalsi pfimky urcité protinaji jak p, tak ¢
a maji tak kromé bodd barvy dva alesponn dva body barvy jedna. Rovina tedy mohla byt
obarvena dvéma barvami.

Pro n = 3: Zvolme znovu dvé rtznobézky p,q a az na prisetik P je obarvéme barvou
jedna, prtsec¢ik P barvou dva a zbytek roviny barvou tfi. Pfimky p a ¢ jsou barvy jedna
az na bod P, ktery je barvy dva. P¥imky rovnob&zné s p (¢) maji barvu t¥i kromé& bodu,
kde protinaji ¢ (p) barvy jedna. Pfimky prochéazejici stfedem maji barvu t¥i az na bod P,
kde je barva dva. V8echny ostatni pfimky jsou barvy t¥i kromé dvou bodii, kde protinaji
p a q. Rovina mohla byt obarvena i tfemi barvami.

Pro n >= 4: Mé&jme ¢tyfi body A, B, C, D po fadé barev a, b, ¢, d. Podle pfedpokladu zadné
tfi z téchto bodi nelezi na primce. Tyto body muzeme vzdy rozdélit do dvojici tak, Ze se
piimky ur¢ené danymi dvojicemi boda protinaji. At uz ma pruasecik jakoukoli barvu, ale-
spon jedna ptfimka bude trojbarevna, coz je spor s predpokladem. Rovina tedy mohla byt
obarvena pouze dvéma nebo tfemi barvami.

Uloha 4.4. K veteru se z prace vratil Henry a viem vyrazil dech, kdyz si zacal obarvovat
rovnou cely prostor. Kazdy bod v prostoru obarvil bud ¢ervené, modfe nebo zelené. Potom
si na Cerveny papir zapsal v8echny vzdalenosti nékterych dvou ¢ervenych bodi a podobné
to udélal s modrym a zelenym papirem (pro modré a zelené body). K jeho uzasu vsak at uz
prostor obarvil jakkoliv, vidy jeden z papirti obsahoval vSechna kladné redlné ¢isla. Vasim
tkolem je toto tvrzeni dokazat.

Regeni. Podle Ondieje Svobody Budeme dokazovat sporem. Pro spor predpokladame,
7e na kazdém papiru chybi alespofi jedno kladné redlné éislo. Vyberme od kazdé barvy
nékteré chybéjici ¢islo a oznafme je ¢, m, z (podle barev papiru). Bez jmy na obecnosti
muzeme piedpoklidat ¢ > m > z.

Od kazdé barvy musi byt v prostoru alespon jeden bod. Kdyby byly v8echny body
napfiklad pouze modré nebo zelené, stacilo by vybrat libovolny modry bod. Sféra o polo-
méru m kolem né&j by musela byt cela zelené a byly by na ni tudiz urcité dva zelené body o
vzdalenosti z, coz by byl spor. A pokud by byly v8echny body zelené, dostali bychom spor
rovnou.

Nyni tedy uz mizeme vybrat ¢erveny bod C a prozkoumat sféru se stfedem C' a polo-
mérem c. Musi byt celd modrozelena (nazvéme ji proto Zemé) a zaroven nemize byt celd
zelend (nagli bychom dva body o vzdalenosti z), takze na ni lze vybrat modry bod M.
Sféra se stfedem M a polomérem m je celd Cervenozelena (fikejme ji Mars). Prinik Zemé
a Marsu je kruznice, kterd je soucasné celd modrozelend i ¢ervenozelend, takze musi byt
celd zelena. Pokud by jeji prameér byl vét$i nebo roven z, méli bychom vyhrano, protoze
bychom na nf nasli dva zelené body o vzdalenosti z a dostali bychom spor.

KruZnici ozna¢me jako k, jeji polomér r. KuZzel uréeny kruznici k a vrcholem M méa
ziejmé (viz obréazek) tupy vrcholovy thel. Z toho plyne, ze pro jeho vysku v plati v < r.
7 trojihelnikové nerovnosti pak snadno dostavame 2r < v+ r < m < z, coz nam tedy
konec¢né dava kyzeny spor.

BRKOS Team 2016



XXIL. ro¢nik BRKOS 2015/2016

Uloha 4.5. Kouma s Noumou nemaji barvicky moc radi. K ostatnim se proto nepfipojili
a radéji si hrali s pfirozenymi ¢isly z mnoziny {1,2,3,...,2n — 1,2n}. Nouma se snazil
dokézat, ze kterychkoliv n + 1 z nich obsahuje p,q takova, Ze p a ¢ jsou nesoudélna,
zatimco Kouma dokazoval, Ze mezi libovolnymi n 4 1 z nich umi najit r, s takova, ze r je
celo¢iselnym nésobkem s. Vy urcité zvladnete dokézat obé tvrzeni.

Reseni. Noumovo tvrzens: rozdélime mnoZinu na dvojice 2k — 1,2k, 1 > k > n. Do téchto
n dvojic musime vlozit n 4 1 ¢isel, dle dirichletova principu tedy musi byt alespont v jedné
dvojici dvé ¢isla. Protoze jsou ale dvé posobé jdouci ¢isla nesoudélnd, nagli jsme p, q.

Koumouvo turzeni: Kazdé pFirozené &islo mtizeme zapsat ve tvaru 2°-1, kde 1 je liché é&islo
a to jednozna¢né. Miuzeme tedy rozdélit vSech 2n &isel do n skupin podle onoho lichého
¢isla. Dle DP opét v jedné skupiné budou alesponr 2 z vybranych n + 1 &isel. Ta jsou tvaru
20.1a27.1, BUNO i < j. Pak ale 27 -] = 2(; —14)-2¢-1, tedy jedno je celo¢iselnym nasobkem
druhého, QED.

Uloha 4.6. Kdyz Noumu omrzela pfirozend ¢isla, fekl Koumovi, Ze nasel nenulova realné
¢isla x, y, 2, jejichz soucet je rtizny od nuly a ktera spliujf % + % + % = x+;+z. Kouma z
toho hned poznal, Ze néktera dvé z téchto Cisel se lidi jen znaménkem. Dokazte to.

ReSeni. Vynésobime rovnici spole¢nym (nenulovym) jmenovatelem zyz(z + 1y + z) a pre-
vedeme vSe na jednu stranu. Ziskame:

(xy+yz+zz)(x+y+z2)—ayz=0

2y + xy? + ayz +wyz +yiz + oyt + ot fayz + 02’ —wyz =0
22y +2) +a(y? +2yz+ 22 +yz(y+2)=0

(y+2)(z® +x(y+2) +yz) =0

(y+2)z+y)(r+2)=0

Tato rovnice mé tii feSeni: y = —z, x = —y, © = —z, a protoze Upravy byly ekvivalentni,
jsou to také jediné TeSeni rovnice pivodni. VSechna tfi maji navic tu vlastnost, Ze se dvé
proménné rovnaji az na znaménko, coz jsme chtéli dokazat.

Uloha 4.7. Z Lenosina do Hloupé&tina pfiglo postou liché piirozené ¢islo k a také piirozené
¢islo n. Hloupétinské nenapadlo nic lepsiho, nez spocitat vyraz 2 - (1F +2F + 3% ... 4+ nk)
a poslat ho zpét. V Lenosiné pak zjistili, ze toto &islo je délitelné ¢islem n(n 4 1). Podaii
se vam to dokazat?

Reseni. Jelikoz jsou &isla n a n 4 1 nesoudélna, tak nam staci dokazat, Ze zadany vyraz
déli ¢isla n a n + 1. Rozlisme dva pfipady, kdy je n sudé a kdy liché. Pro oba pfipady si
zv1a8t prepiSeme dany soucet a ¢leny preusporadame. Pro n sudé méame:
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k
2<1k+nk+2k+(n—1)k+---+<Z>

N
:2<1’“+(n—1)’“+~-+(Z—l)k+(g+1)k>+(g>k+(g)k+2n’“

Pro liché n si soucet upravme nasledovné:
Y B LN n—1 k+ n+3\" n n+1 k+ n+1 k_
2 2 2 2 -

:2(1’“+(n—1)’“+~-+<"21>k+<n;1>k> +2n

V obou piipadech z prvniho fadku a znamého vztahu a + b | a® + b* pro k liché vidime, Ze
je cely soucet délitelny ¢islem n + 1. Z druhého fadku je zase jasna délitelnost ¢islem n.

BRKOS Team 2016



