
XXII. ro£ník BRKOS 2015/2016

�e²ení 1. série

Úvodní gulá²

autor: Stopa

Úloha 1.1. Poslední prázdninové dny si Lib¥nka uºívá hraním hry. Hrací pole se sestává z devíti
polí spojených ²ipkami (viz obrázek). V kaºdém tahu se nejprve pohnou jiº umíst¥né �gurky dle
²ipek. Vedou-li z pole dv¥ ²ipky, �gurka se rozdvojí a pokra£uje na ob¥ pole. Naopak setkají-li se
dv¥ �gurky na konci tohoto pohybu na jednom poli, navzájem se vyhodí a na poli nez·stane ºádná.
Po tomto pohybu Lib¥nka umístí �gurku na libovolné polí£ko. Cílem hry je zaplnit v²echna polí£ka
�gurkami. Jak to m·ºe Lib¥nka provést?

�e²ení. V hracím poli se vyskytují £ty°i typy polí£ek. Polí£ka v rohu, ty ozna£íme R,
polí£ko ve st°edu, ozna£me S, polí£ka, ze kterých vede ²ipka do st°edu, D a polí£ka, do
kterých vede ²ipka ze st°edu, Z. Jako °e²ení je uvedena posloupnost polí£ek, na která
Lib¥nka umis´uje v jednotlivých tazích �gurku. Nej£ast¥j²ím °e²ením bylo R, R, R, R, S.
Dal²ím °e²ením je nap°íklad R, R, Z, D nebo D, Z, S, S. (Hrací pole je symetrické, �gurku
tak m·ºeme umístit na libovolné polí£ko s poºadovaným ozna£ením.)

Úloha 1.2. Henry a jeho ºena se spolu s dal²ími £ty°mi páry zú£astnili letní slavnosti. U p°ípitku
si kaºdý nejprve p°i´ukl se svým partnerem a poté si p°i´ukli i s n¥kterými dal²ími. Henry se na
záv¥r kaºdého z devíti ostatních host· zeptal, s kolika lidmi si p°i´ukl. K jeho p°ekvapení mu kaºdý
oznámil jiné £íslo. S kolika lidmi si p°i´ukla Henryho ºena?

�e²ení. Kaºdý z host· si p°i´ukl nejmén¥ s jedním a nejvíce s devíti hosty. Protoºe si
kaºdý z host· krom¥ Henryho p°i´ukl s r·zným po£tem lidí, museli být po£ty jejich p°i-
´uknutí v²echna £ísla mezi jednou a devíti. Ozna£me si tyto hosty £ísly od jedné do devíti,
podle po£tu jejich p°i´uknutí. Devítka si musela p°i´uknout se v²emi hosty, krom¥ sebe.
Jedni£ka si p°i´ukla pouze se svým partnerem. Devítka s jedni£kou tedy byli pár. Osmi£ka
si musela p°i´uknout se v²emi hosty, krom¥ sebe a jedni£ky. Dvojka si p°i´ukla pouze se
svým partnerem a devítkou. Osmi£ka s dvojkou tedy byli pár. Sedmi£ka si musela p°i-
´uknout se v²emi hosty, krom¥ sebe, jedni£ky a dvojky. Trojka si p°i´ukla pouze se svým
partnerem, devítkou a osmi£kou. Sedmi£ka s trojkou tedy byli pár. �estka si musela p°i-
´uknout se v²emi hosty, krom¥ sebe, jedni£ky, dvojky a trojky. �ty°ka si p°i´ukla pouze se
svým partnerem, devítkou, osmi£kou a sedmi£kou. �estka se £ty°kou tedy byli pár. P¥tka
nemohla být v páru s nikým jiným, neº s Henrym, byla to tedy jeho ºena.

Úloha 1.3. To Mat¥j v¥t²inu prázdnin strávil s Bublou za m¥stem u rybníka. Zrovna sed¥li na
b°ehu a házeli ºabky, kdyº Bubla zvolala: �Mat¥ji, te¤ se na té vod¥ objevilo p¥t kol ve tvaru r·z-
ných kruºnic a kaºdé £ty°i z nich m¥ly spole£ný alespo¬ jeden bod!� Mat¥j se zaradoval: �Ale to
znamená, ºe také v²ech p¥t dohromady prochází jediným bodem!� Va²ím úkolem je tuto vlastnost
dokázat.
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�e²ení. P°ipus´me, ºe existuje kon�gurace vyhovující zadání, která p°itom nemá bod,
kterým by procházelo v²ech 5 kruºnic. Ozna£me si on¥ch 5 kruºnic a, b, c, d, e. Nyní uva-
ºujme následující t°i pr·se£íky 4 kruºnic, jejichº existenci máme zaru£enu ze zadání:
X ∈ a ∩ b ∩ c ∩ d, Y ∈ a ∩ b ∩ d ∩ e, Z ∈ a ∩ b ∩ e ∩ c. �ádné z t¥chto 3 bod· nemo-
hou splývat, nebo´ by t¥mito body procházelo v²ech 5 kruºnic. Zárove¬ v²ak v²echny 3
body leºí na obou kruºnicích a, b. T°i r·zné body ale jednozna£n¥ ur£ují kruºnici, která
jimi prochází. Tedy a = b, coº je spor se zadáním.

Úloha 1.4. Henry m¥l na ledni£ce z magnetických cifer poskládanou n¥jakou mocninu dvojky
(£íslo tvaru 2k pro n¥jaké p°irozené k) v desítkovém zápisu. Kolemjdoucí �ouma ale o ledni£ku
zavadil a v²echny cifry z ledni£ky popadaly. Koumu hned napadlo, jestli by bylo moºné v²echny
cifry naskládat zp¥t, aby vznikla jiná mocnina dvojky (z pochopitelných d·vod· nesmí být nula
na za£átku zápisu £ísla).

�e²ení. Sporem dokáºeme, ºe jiná mocnina dvojky vzniknout nemohla. P°edpokládejme
tedy, ºe existují £ísla 2a a 2b (a > b) sloºená ze stejných cifer v desítkovém zápisu. Jejich
podíl 2a−b m·ºe být jedin¥ 2, 4 nebo 8, protoºe deseti a více násobek kladného celého £ísla
má v¥t²í po£et cifer. Navíc ale víme, ºe kaºdé £íslo dává po d¥lení devíti stejný zbytek jako
jeho ciferný sou£et. To snadno dokáºeme z desítkového zápisu:

10nan + 10n−1an−1 + · · ·+ 10a1 + a0 =((10n − 1)an + (10n−1 − 1)an−1 + . . .

· · ·+ (10− 1)a1) + (an + an−1 + · · ·+ a1 + a0)

První £ást obsahuje pouze £ísla d¥litelná devíti (10n−1 se v desítkové soustav¥ napí²e jako
n devítek), zatímco druhá £ást je práv¥ ciferný sou£et.

Pokud jsou dv¥ £ísla sloºena ze stejných cifer, mají stejný ciferný sou£et a tedy také
stejný zbytek po d¥lení devíti. Jejich rozdíl je tedy d¥litelný devíti. Ale jejich rozdíl je
2a − 2b = 2b(2a−b − 1) a to z°ejm¥ devíti d¥litelné být nem·ºe, protoºe druhý £len m·ºe
nabývat pouze hodnot 1, 3 nebo 7.

Úloha 1.5. Bubla si po°ídila na dve°e nový £íselný zámek. Vybrala si ten nejlevn¥j²í na trhu.
Klávesnice m¥la pouze dv¥ tla£ítka: 0 a 1 a kód byl £ty°místná posloupnost t¥chto dvou znak·.
Mat¥j hned p°emý²lel jak se co nejefektivn¥ji dostat dovnit°. Najd¥te nejkrat²í posloupnost znak· 0
a 1 obsahující v²echny moºné kódy (alespo¬ jednu). Nezapome¬te na zd·vodn¥ní, pro£ jiº nem·ºe
být krat²í.

�e²ení. V²ech jednotlivých kód· je 24, tedy 16, kde kaºdý je £ty°místný. Nejkrat²í °et¥zec,
který nám m·ºe vzniknout, musí tedy za£ínat jedním z t¥chto kód·. P°idáváním 0 £i 1 za
°et¥zec pak dostáváme postupn¥ v²echny kombinace, ve �nále tedy bude nejkrat²í °et¥zec
dlouhý 19 znak· (4 znaky první kód, +1 kaºdý dal²í). Nyní sta£í ukázat na p°íkladu, ºe jsme
kódy schopni na sebe takto naskládat. Této délce vyhovuje nap°.: 1100100001111010110

Úloha 1.6. V Hloup¥tín¥ na nám¥stí uº zase stav¥li monument. Tentokrát ²lo o opravdu ambici-
ózní projekt. Byly zvoleny £ty°i body v prostoru neleºící v jedné rovin¥ a bylo dohodnuto, ºe bude
sestaven rovnob¥ºnost¥n mající £ty°i z osmi vrchol· v t¥chto bodech. Radní se v²ak neshodli na
konkrétní podob¥ rovnob¥ºnost¥nu. Kolik existuje r·zných rovnob¥ºnost¥n· se £ty°mi vrcholy v
t¥chto bodech? (Rovnob¥ºnost¥n je £ty°boký hranol s podstavou rovnob¥ºníku, má tedy ²est st¥n
ve tvaru rovnob¥ºníku.)
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�e²ení. Kaºdý vrchol v rovnob¥ºnost¥nu je spole£ný práv¥ t°em st¥nám. My máme zadané
4 body, proto nutn¥ budou na kaºdé st¥n¥ leºet práv¥ dva nebo na alespo¬ jedné st¥n¥
budou leºet práv¥ t°i. Snadno se p°esv¥d£íme, ºe v prvním p°ípad¥ dostáváme jednozna£n¥
daný rovnob¥ºnost¥n.

Pokud na alespo¬ jedné st¥n¥ leºí t°i z na²ich zadaných bod·, pak pro umíst¥ní £tvrtého
máme £ty°i moºnosti:

Rovnob¥ºnost¥n· typu (A) je £ty°i, £ty°mi zp·soby totiº vybereme bod sousedící se
v²emi ostatními. Po£et rovnob¥ºnost¥n· (B), (C) je ²est od kaºdého,

(
4
2

)
= 6 zp·soby

vybereme dv¥ dvojice vrchol· na jedné hran¥. Dvanáct moºností kone£n¥ dostaneme v
p°ípad¥ (D), £ty°mi zp·soby vybereme horní osamocený bod a t°emi vybereme prost°ední
dolní.

Hledaný celkový po£et rovnob¥ºnost¥n· je 1+4+6+6+12=29.
Jiné °e²ení V rovnob¥ºnost¥nu m·ºeme £tve°ici vrchol· vybrat

(
8
4

)
= 70 zp·soby.

Z nich 12 moºností musíme ihned vylou£it, protoºe odpovídají v²ech £ty°em vrchol·m v
jedné rovin¥. Av²ak rovnob¥ºnost¥n má st°edovou symetrii, a tak ke kaºdé £tve°ici existuje
jiná, která zadává tentýº rovnob¥ºnost¥n. Celkem máme tedy 70−12

2 = 29

Úloha 1.7. V Leno²ín¥ na obecní tabuli bylo napsáno £íslo 72015 v desítkové soustav¥. Obecní
matematik postupn¥ vºdy smaºe poslední cifru (jednotky) a ke zbytku p°i£te p¥tinásobek smaza-
ného. M·ºe tímto zp·sobem na tabuli vzniknout £íslo 20157? Svou odpov¥¤ °ádn¥ zd·vodn¥te.

�e²ení. M¥jme £íslo n0 a jeho poslední cifru a. Po provedení operace popsané v zadání
získáme £íslo:

n1 = (n0 − a)/10 + 5a = (n0 + 49a)/10

Vidíme, ºe k n0 p°i£ítáme £íslo d¥litelné 7 a pak ho d¥líme 10, coº je £íslo nesoud¥lné se 7.
To znamená, ºe pokud je d¥litelné 7 £íslo n0, tak je d¥litelné 7 i n1. �íslo 72015 je z°ejm¥
d¥litelné 7. �íslo 20157 rozloºíme na prvo£initele: 20157 = 57 · 137 · 317. Z rozkladu vidíme,
ºe 20157 není d¥litelné 7 a proto nem·ºe vzniknout z £ísla 72015.
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