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ReSeni 1. série

UVODNI GULAS

autor: Stopa

Uloha 1.1. Posledni prazdninové dny si Libénka uziva hranim hry. Hraci pole se sestava z deviti
poli spojenych Sipkami (viz obrazek). V kazdém tahu se nejprve pohnou jiz umisténé figurky dle
Sipek. Vedou-li z pole dveé Sipky, figurka se rozdvoji a pokracuje na obé pole. Naopak setkaji-li se
dvé figurky na konci tohoto pohybu na jednom poli, navzajem se vyhodi a na poli neziistane zadné.
Po tomto pohybu Libénka umisti figurku na libovolné poli¢ko. Cilem hry je zaplnit vSechna policka
figurkami. Jak to maze Libénka provést?

ReSeni. V hracim poli se vyskytuji étyfi typy policek. Policka v rohu, ty oznacime R,
policko ve stfedu, oznacme S, policka, ze kterych vede Sipka do stfedu, D a policka, do
kterych vede Sipka ze stfedu, Z. Jako TeSeni je uvedena posloupnost poli¢ek, na ktera
Libénka umistuje v jednotlivych tazich figurku. Nejc¢astéjsim feSenim bylo R, R, R, R, S.
Dalsim feSenim je naptiklad R, R, Z, D nebo D, Z, S, S. (Hraci pole je symetricke, figurku
tak muZzeme umistit na libovolné policko s pozadovanym oznacenim.)

Uloha 1.2. Henry a jeho Zena se spolu s dalsimi ¢tyfmi pary zicastnili letni slavnosti. U pfipitku
si kazdy nejprve pritukl se svym partnerem a poté si pFitukli i s nékterymi dalgimi. Henry se na
zévér kazdého z deviti ostatnich hostu zeptal, s kolika lidmi si pFitukl. K jeho pifekvapeni mu kazdy
oznamil jiné &islo. S kolika lidmi si p¥itukla Henryho Zena?

Regeni. Kazdy z hostii si pritukl nejméns s jednim a nejvice s deviti hosty. Protoze si
kazdy z hostt kromé Henryho pfifukl s riznym podétem lidi, museli byt poéty jejich pri-
tuknuti v8echna &fsla mezi jednou a deviti. Oznacme si tyto hosty &isly od jedné do deviti,
podle poétu jejich prituknuti. Devitka si musela pfituknout se v8emi hosty, kromé sebe.
Jednicka si pfitukla pouze se svym partnerem. Devitka s jednickou tedy byli par. Osmicka
si musela pFituknout se viemi hosty, kromé sebe a jednic¢ky. Dvojka si ptitukla pouze se
svym partnerem a devitkou. Osmic¢ka s dvojkou tedy byli par. Sedmicka si musela pii-
tuknout se v8emi hosty, kromé sebe, jednicky a dvojky. Trojka si ptitukla pouze se svym
partnerem, devitkou a osmickou. Sedmicka s trojkou tedy byli par. Sestka si musela pri-
tuknout se v8emi hosty, kromé sebe, jednicky, dvojky a trojky. Ctyfka si pritukla pouze se
svym partnerem, devitkou, osmic¢kou a sedmickou. Sestka se ¢tytkou tedy byli par. Pétka
nemohla byt v paru s nikym jinym, nez s Henrym, byla to tedy jeho Zena.

Uloha 1.3. To Maté&j vétsinu prazdnin stravil s Bublou za méstem u rybnika. Zrovna sedéli na
biehu a héazeli zabky, kdyz Bubla zvolala: ,,Maté&ji, ted se na té vodé objevilo pét kol ve tvaru riz-
nych kruZnic a kazdé ¢tyfi z nich mély spoleény alespon jeden bod!* Matéj se zaradoval: ,,Ale to

znamend, 7e také vSech pét dohromady prochazi jedinym bodem!“ Vagim tkolem je tuto vlastnost
dokazat.
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Reseni. Piipustme, ze existuje konfigurace vyhovujici zadani, kterd pfitom neméd bod,
kterym by prochazelo v8ech 5 kruznic. Ozna¢me si onéch 5 kruZnic a, b, c,d, e. Nyni uva-
zujme nésledujici t¥i prtseciky 4 kruznic, jejichz existenci mame zarucenu ze zadani:
Xecanbnend, Y eanbndne, Z € anbnenec Zadné z téchto 3 bodd nemo-
hou splyvat, nebot by témito body prochazelo vSech 5 kruznic. Zaroven vSak v8echny 3
body lezi na obou kruznicich a,b. T#i rdzné body ale jednoznacéné urcuji kruznici, kterd
jimi prochézi. Tedy a = b, coz je spor se zadédnim.

Uloha 1.4. Henry mél na lednicce z magnetickych cifer poskladanou néjakou mocninu dvojky
(¢islo tvaru 2% pro né&jaké piirozené k) v desitkovém zapisu. Kolemjdouci Nouma ale o lednicku
zavadil a v8echny cifry z lednicky popadaly. Koumu hned napadlo, jestli by bylo mozné v8echny
cifry naskladat zpét, aby vznikla jind mocnina dvojky (z pochopitelnych davoda nesmi byt nula
na za¢atku zapisu ¢isla).

Reseni. Sporem dokdZeme, Ze jina mocnina dvojky vzniknout nemohla. P¥edpokladejme
tedy, Ze existuji ¢isla 2% a 2° (a > b) slozend ze stejnych cifer v desitkovém zapisu. Jejich
podil 2% mize byt jediné 2, 4 nebo 8, protoze deseti a vice nasobek kladného celého &isla
ma vétsi pocet cifer. Navic ale vime, 7e kazdé ¢islo dava po déleni deviti stejny zbytek jako
jeho ciferny soucet. To snadno dokazeme z desitkového zapisu:

10%a, + 10" tan_1 + - -+ + 10a; + ag =((10" — Da, + (10" — Dap_1 + . ..
<o+ (10 = Daq) + (an + ap—1 + -+ a1 + ap)

Prvni ¢ast obsahuje pouze ¢isla délitelna deviti (10™ — 1 se v desitkové soustavé napiSe jako
n devitek), zatimco druhé ¢ast je pravé ciferny soudet.

Pokud jsou dvé ¢isla sloZena ze stejnych cifer, maji stejny ciferny soucet a tedy také
stejny zbytek po déleni deviti. Jejich rozdil je tedy délitelny deviti. Ale jejich rozdil je
20 — 20 = 26(2070 _ 1) a to ziejmé deviti délitelné byt nemiize, protoze druhy ¢len miize
nabyvat pouze hodnot 1, 3 nebo 7.

Uloha 1.5. Bubla si poridila na dvefe novy ¢iselny zamek. Vybrala si ten nejlevnéjsi na trhu.
Klavesnice méla pouze dvé tlacitka: 0 a 1 a kéd byl ¢tyfmistna posloupnost téchto dvou znaki.
Matéj hned premyslel jak se co nejefektivnéji dostat dovniti. Najdéte nejkratsi posloupnost znaki 0
a 1 obsahujici vSechny mozné kody (alespon jednu). Nezapomeiite na zdivodnéni, pro¢ jiz nemize
byt kratsi.

ReSeni. Viech jednotlivych kodi je 24, tedy 16, kde kazdy je ¢tyimistny. Nejkratsi fetézec,
ktery ndm miiZze vzniknout, musi tedy za¢inat jednim z téchto kodu. Pfiddvanim 0 ¢i 1 za
Fetézec pak dostavame postupné vSechny kombinace, ve finale tedy bude nejkratsi fetézec
dlouhy 19 znaki (4 znaky prvni kod, +1 kazdy dalsi). Nyni staéi ukézat na ptikladu, Ze jsme
kédy schopni na sebe takto naskladat. Této délce vyhovuje napi#.: 1100100001111010110

Uloha 1.6. V Hloup&tiné na namésti uz zase stavéli monument. Tentokrat §lo o opravdu ambici-
6zni projekt. Byly zvoleny ¢tyfi body v prostoru nelezici v jedné roviné a bylo dohodnuto, Ze bude
sestaven rovnobéznostén majici ¢tyii z osmi vrcholi v téchto bodech. Radni se v8ak neshodli na
konkrétni podobé rovnobéznosténu. Kolik existuje riznych rovnobéznosténi se étyfmi vrcholy v
téchto bodech? (Rovnobéznostén je ¢tyiboky hranol s podstavou rovnobézniku, ma tedy Sest stén
ve tvaru rovnobé&Zniku.)
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Regeni. Kazdy vrchol v rovnobéznosténu je spoleeny pravé tiem sténam. My mame zadané
4 body, proto nutné budou na kazdé sténé lezet pravé dva nebo na alesponi jedné sténé
budou lezet praveé tfi. Snadno se presvédcime, Ze v prvnim piipadé dostaviame jednoznacné
dany rovnobéznostén.

Pokud na alespoii jedné sténé lezi tii z nasich zadanych bodt, pak pro umisténi étvrtého
mame ¢tyfi moznosti:

(A) (B) (C) (D)

Rovnobéznosténi typu (A) je ¢ty¥i, CtyFmi zptsoby totiz vybereme bod sousedici se
v8emi ostatnimi. Pocet rovnobéznosténi (B), (C) je Sest od kazdého, (;1) = 6 zpusoby
vybereme dvé dvojice vrcholi na jedné hrané. Dvanact moZnosti koneéné dostaneme v
piipadé (D), ¢tyFmi zplisoby vybereme horni osamoceny bod a tFemi vybereme prost¥edni
dolni.

Hledany celkovy pocet rovnobéznostént je 1+44-6+6+12=29.

Jiné teSeni V rovnobéZnosténu muzeme ¢tverici vrchold vybrat (i) = 70 zpusoby.
7 nich 12 moznost{ musime ihned vyloudit, protoze odpovidaji v8ech ¢tyfem vrcholim v
jedné roviné. Avsak rovnobé&Zznostén ma stiedovou symetrii, a tak ke kazdé ¢tverici existuje
jind, kterd zadava tentyz rovnobéznostén. Celkem méame tedy w =29

Uloha 1.7. V Lenosiné na obecni tabuli bylo napsano ¢islo 72915 v desitkové soustavé. Obecni
matematik postupné vzdy smaZe posledni cifru (jednotky) a ke zbytku pfic¢te pétinasobek smaza-
ného. MiiZe timto zptisobem na tabuli vzniknout ¢islo 201572 Svou odpovéd Fadné zdivodnéte.

Regeni. Méjme &slo ng a jeho posledni cifru a. Po provedeni operace popsané v zadani
ziskdme &islo:
ny = (ng —a)/10 + 5a = (ng + 49a)/10

Vidime, Ze k ng pfic¢itame ¢islo délitelné 7 a pak ho délime 10, coz je ¢islo nesoudélné se 7.
To znamena, Ze pokud je délitelné 7 ¢islo ng, tak je délitelné 7 i ny. Cislo 72015 je ziejmé
délitelné 7. Cislo 20157 rozlozime na prvodinitele: 20157 = 57-137-317. Z rozkladu vidime,
7e 20157 neni délitelné 7 a proto nemiize vzniknout z &sla 72015,
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