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�e²ení 6. série

Obdélníky

autor: Stopa

Úloha 6.1. Mat¥j chystal jmenovky na velkou oslavu, která m¥la být toho dne odpoledne. M¥l
na to p°ipravený velký obdélníkový kus barevného papíru o stranách 1 a 2. Jmenovka byla ob-
délník libovolné velikosti se stranami v pom¥ru 1:2. �Já nevím, kolik p°ijde lidí,� post¥ºoval si
Mat¥j Lib¥nce. �Ale to p°ece nevadí, bude² tu ty, já, Henry, Bubla, Kouma a �ouma, a tak umíme
vyrobit p°esný po£et jmenovek, a´ uº p°ijde kdokoliv dal²í.� Ukaºte, ºe obdélník o stranách 1 a 2
lze rozd¥lit na n (ne nutn¥ shodných) obdélník· s pom¥rem stran 1:2, pokud n ≥ 6.

�e²ení. Podívejme se nejprve, jak rozd¥lit £tverec na ²est a více £tverc·. Pozd¥ji toto
°e²ení p°evedeme na p·vodní problém. Ochudíme se sice o rozd¥lení na p¥t dílk·, ale se
£tverci se nám bude snadn¥ji pracovat.

Takto lze rozd¥lit na 6, 7 nebo 8 £tverc·:

Existuje-li rozd¥lení na k £tverc·, existuje i rozd¥lení na k + 3 £tverc·. Sta£í rozd¥lit
jeden z t¥chto k £tverc· na £ty°i stejn¥ velké £tverce. Kaºdé p°irozené £íslo v¥t²í neº osm
lze zapsat jako sou£et 6, 7 nebo 8 a n¥jakého násobku t°í, a tak pro kaºdé £íslo n ≥ 6
umíme rozd¥lit £tverec na n men²ích £tverc·.

Roztáhneme-li v²echny dílky takto rozd¥leného £tverce ve sm¥ru rovnob¥ºném s jednou
z jeho stran na dvojnásobnou délku, dostáváme rozd¥lení obdélníku s pom¥rem stran 2:1
na obdélníky s pom¥rem 2:1.

Pro zajímavost dodejme, ºe a£koliv £tverec na p¥t men²ích £tverc· rozd¥lit nelze, ob-
délník ze zadání na p¥t men²ích díl· rozd¥lit lze. Zp·sob, jak to provést uº ale necháme
na vás.

Úloha 6.2. Henry se na oslav¥ samoz°ejm¥ jako vºdy cht¥l po°ádn¥ vytáhnout a ukázal v²em
sv·j obdélník ABCD s bodem P uvnit°. �Podívejte se!� volal na v²echny p°ítomné, �platí, ºe
|^APD| + |^BPC| = 180◦!� Lib¥nka po£kala, neº ustalo pozdviºení, které takové tvrzení v sále
vyvolalo a pak se oto£ila na Henryho: �Ale pokud platí to, co °íká², kolik pak je |^PAD|+|^PCB|?�

�e²ení. Nech´ P je obraz bodu P v posunutí o vektor ~BA jako na obrázku:
Posunutí je shodné zobrazení a tudíº zachovává velikosti úhl·. V na²em posunutí se

body B,C, P zobrazí po °ad¥ na body A,D,P ′. Proto jsou trojúhelníky BPC a AP ′D
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shodné a ||^B|PC| = ||^A|P ′D|. Ze zadání víme, ºe ||^A|PD|+ ||^B|PC| = 180◦. Proto
také

||^A|PD|+ ||^A|P ′D| = 180◦.

Z toho plyne, ºe APDP ′ je t¥tivový. (Protoºe je P uvnit° ABCD, leºí P ′ v opa£né polo-
rovin¥ ur£ené p°ímkou AD.) Proto platí

||^A|PP ′| = ||^A|DP ′| = ||^B|CP |,

nebo´ jsou trojúhelníky BPC a AP ′D shodné.
Vektory ~BA a ~PP ′ jsou kolineární a p°ímky PP a AB jsou rovnob¥ºné. Ozna£me

X ∈ AD ∩ PP ′. Protoºe ABCD je pravoúhelník, je ||^A|XP | = 90◦. Proto ||^P |AX| +
||^A|PX| = 90◦ a dostáváme

||^D|AP |+ ||^B|CP | = ||^P |AX|+ ||^A|PP ′| = ||^P |AX|+ ||^A|PX| = 90◦.

Úloha 6.3. Bubla se nenechala Henryho obdélníkem vyvést z míry a hned se také p°edvedla:
�To já mám obdélník· hned nekone£n¥ mnoho! A to není v²echno. V²echny je mám umíst¥né v
kartézském sou°adnicovém systému a v²echny mají strany rovnob¥ºné s osami, jeden vrchol v bod¥
[0, 0] a prot¥j²í vrchol v bod¥ [p, q], kde p a q jsou n¥jaká nenulová celá £ísla.� (Bubliny obdélníky
mají vrcholy s celo£íselnými sou°adnicemi, ale ne kaºdý bod s celo£íselnými sou°adnicemi musí být
vrcholem n¥jakého bublina obdélníku.) Tentokrát to byl Mat¥j, kdo promluvil do hlasitého ²umu
obecenstva: �Ale to znamená, ºe n¥který z tvých obdélník· je celý p°ekrytý n¥jakým jiným! To je
p°ece skandální!� Dokaºte Mat¥jovo tvrzení.

�e²ení. M¥jme nekone£nou mnoºinu obdélník· jako v zadání. Kaºdý obdélník m·ºeme
ztotoºnit s jeho vrcholem [p, q] protilehlým k [0, 0], protoºe tento ho jednozna£n¥ ur£uje.

Pro jednoduchost nejd°íve p°edpokládejme, ºe v²echny obdélníky leºí v prvním kvad-
rantu. Pokud existují dva obdélníky [p, q] a [p′, q′] takové, ºe p = p′ nebo q = q′, z°ejm¥
jeden z nich musí p°ekrývat druhý. P°edpokládejme tedy, ºe libovolné dva obdélníky se li²í
v obou sou°adnicích a uvaºme obdélník [p0, q0] s nejmen²í x-ovou sou°adnicí. Protoºe obdél-
ník· je nekone£n¥ mnoho, existuje obdélník [p1, q1] takový, ºe q0 < q1. Zárove¬ v²ak platí
p0 < p1 podle volby obdélníku [p0, q0]. Obdélník [p1, q1] tedy p°ekrývá obdélník [p0, q0].
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V obecném p°ípad¥ leºí libovolný obdélník práv¥ v jednom kvadrantu, proto se m·ºeme
omezit na n¥který kvadrant, ve kterém leºí nekone£n¥ mnoho obdélník· a d·kaz vést zcela
analogicky.

Úloha 6.4. �Vy a ty va²e obdélníky,� uchechtl se Kouma. �To já jsem si donesl pravidelný 4n-
úhelník o stran¥ 1, podívejte se, jak�� Nedokon£il v²ak v¥tu, protoºe si v²iml, ºe �ouma vedle n¥j
má v ruce n·ºky a st°íhá jeho 4n-úhelník na rovnob¥ºníky. Kouma jen zíral s otev°enou pusou,
ale �ouma dokon£il st°íhání a z kone£n¥ mnoha rovnob¥ºník·, které nast°íhal (nic dal²ího mu
z 4n-úhelníku nezbylo), za£al vybírat ty, které byly zárove¬ obdélníky. Aº je v²echny povybíral,
se£etl jejich obsah a vyk°ikl jej do placu. Jaké £íslo mohl �ouma zvolat?

�e²ení. Nejprve ukáºeme, jak lze 4n-úhelníkem �projít� ur£itým zp·sobem od n¥které
strany ke stran¥ prot¥j²í. Vyberme si n¥který rovnob¥ºník, jehoº jedna strana leºí na
�horní� stran¥ 4n-úhelníku. Na n¥m zapo£neme cestu. Jeho prot¥j²í strana je s ním rov-
nob¥ºná, dále tedy p·jdeme p°es kterýkoliv rovnob¥ºník �napojený� na tuto stranu. Po-
kra£ujeme dále sérií krok· p°es vzájemn¥ rovnob¥ºné strany a protoºe rovnob¥ºník· je
kone£n¥ mnoho a pohybujeme se vºdy dol·, musíme nakonec skon£it na �spodní� stran¥
4n-úhelníku.

Nyní, kdyº jsme si této skute£nosti v¥domi, zade�nujme cestu. Cesta mezi dv¥ma pro-
t¥j²ími stranami 4n-úhelník· je mnoºina v²ech rovnob¥ºník·, které jsme mohli nav²tívit
vý²e popsaným zp·sobem pokud jednu z t¥chto dvou stran budeme povaºovat za �horní�
a druhou za �spodní� . Protoºe prot¥j²í strany rovnob¥ºníku jsou stejn¥ dlouhé a také
�horní� i �spodní� strany mají tutéº délku, musí mít cesta stále tutéº �²í°ku� rovnu 1
(a£koliv nemusí jít o jednodu²e souvislou oblast � cesta se m·ºe nap°íklad rozd¥lit na dv¥
men²í a pozd¥ji zase slou£it). V²imn¥me si, ºe v²echny rovnob¥ºníky tvo°ící cestu mají dv¥
své strany rovnob¥ºné s p°íslu²nou dvojicí prot¥j²ích stran 4n-úhelníku. Navíc je jasné, ºe
kaºdý rovnob¥ºník p°íslu²í do práv¥ dvou cest. Jedna cesta pro kaºdou dvojici prot¥j²ích
stran rovnob¥ºníku. D·sledek toho je, ºe pr·nik libovolných dvou cest je sloºen z celých
rovnob¥ºník·.

Protoºe jde o 4n-úhelník, existuje ke kaºdé dvojici stran dal²í dvojice stran, která je jen
oto£ením o pravý úhel kolem st°edu 4n-úhelníku. Tyto strany jsou tedy navzájem kolmé.
Pr·nik t¥chto cest je tvo°en rovnob¥ºníky, které nutn¥ musí mít navzájem kolmé strany
a jde tedy o obdélníky. Navíc �²í°ka� v obou vzájemn¥ kolmých sm¥rech je, jak jsme jiº
d°íve uvedli, shodná se stranou 4n-úhelníku a je tedy rovna 1. To ale znamená, ºe celá
tahle oblast musí mít obsah 1 (Cavalier·v princip). Takovýchto dvojic �kolmých� cest je v
4n-úhelníku celkem n r·zných, pro kaºdou z nich získáme na pr·niku obdélníky o celkovém
obsahu 1 a celkový obsah v²ech obdélník· tedy musí být roven n.

Úloha 6.5. Po �oumov¥ výstupu m¥li v²ichni plné zuby obdélník·. Rad¥ji si ozna£ili ciferný sou-
£et p°irozeného £ísla n jako C(n) a pak se snaºili najít takové £íslo, ºe n+C(n)+C(C(n)) = 2015.
Najd¥te také v²echna taková p°irozená £ísla.

�e²ení. Zapi²me libovolné p°irozené £íslo p v desítkové soustav¥ jako p = 10kak+10k−1ak−1+
· · ·+10a1 + a0. Pak C(p) = ak + ak−1 + · · ·+ a1 + a0 a p−C(p) = (10k − 1)ak + (10k−1−
1)ak−1 + · · ·+ (10− 1)a1. �íslo 10l − 1 je pro libovolné kladné p°irozené l v desítkové sou-
stav¥ sloºeno z l devítek a je tedy d¥litelné t°emi. p−C(p) je tak sou£tem £ísel d¥litelných
t°emi a samo tedy musí t°emi být d¥litelné. To znamená, ºe p a C(p) dávají stejný zbytek
po d¥lení t°emi.
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Aplikujme te¤ tento poznatek na na²i úlohu. P°edpokládejme, ºe n¥jaké p°irozené n
splní rovnici ze zadání. Zjistíme, ºe n, C(n) i C(C(n)) musí dávat stejný zbytek po d¥lení
t°emi. To znamená, ºe jejich sou£et je t°emi d¥litelný. Na druhou stranu v²ak je tento
sou£et roven 2015 a to rozhodn¥ není £íslo d¥litelné t°emi. P°edpoklad nás tedy dovedl ke
sporu a jediný moºný záv¥r je, ºe zadaná rovnice nemá ºádné °e²ení.

Úloha 6.6. A nebyla by to Bubla, kdy si zase nep°isadila: �Pche, rovnice... Já jich mám hned
p¥t! Cílem je najít v²echna reálná £ísla x1, x2, x3, x4, x5, která jsou °e²ením systému následujících
rovnic:�

x1 + x2 = x2
3

x2 + x3 = x2
4

x3 + x4 = x2
5

x4 + x5 = x2
1

x5 + x1 = x2
2

�e²ení. Vojta Suchánek: P°edpokládejme, ºe jedno z £ísel je nulové, BÚNO (bez újmy
na obecnosti) x1, protoºe rovnice jsou pouze svými cyklickými zám¥nami. Dostáváme:

x4 = −x5 ⇒ x24 = x2 + x3 = x3 + x4 = x25 ⇒ x2 = x4

x5 = x22 = −x4 = −x2
Tedy bu¤ x2 = −1 nebo x2 = 0. Protoºe ale x2 = x23 ≥ 0, pak nutn¥ x2 = 0. Cyklicky
dostaneme i postupn¥ x3, x4, x5 = 0.
Nyní uº p°edpokládejme, ºe neznámé jsou nenulové. Rovnice jsou cyklické, mohu tedy
BÚNO °íct, ºe x5 je nejv¥t²í z nich. Zjevn¥ nejsou v²echny neznámé záporné (právé strany
jsou nezáporné), proto x5 > 0. P°edpokládejme, ºe x5 > 2, pak x3 + x4 = x25 > 2x5, ale
x3 ≤ x5 a x4 ≤ x5 - spor. Proto jsou v²echny neznámé men²í nebo rovny dv¥ma.

Nyní podobn¥ uvaºme nejmen²í neznámou, t°eba zase x5. Rozberme p°ípad, kdy x5 < 0.
Platí x21 > 0 ⇒ x4 + x5 > 0 ⇒ x4 > −x5 > x5 ⇒ x4 > |x5|. Pokud navíc x3 ≥ |x5|,
pak x3 + x4 > 2|x5|. My ale víme, ºe x3 + x4 = x25 ≤ 2|x5|, coº je spor. Nutn¥ tedy
x3 < |x5| = −x5. I tento p°ípad snadno vysporujeme:

0 > x3 + x5 = (x24 − x2) + (x22 − x1) = x24 − (x23 − x1) + x22 − x1 ⇒ x23 > x24 + x22

Protoºe ale x24 ≥ x25 > x23, máme kone£n¥ spor s p°edpokladem, ºe x5 < 0. V²echny neznámé
jsou proto kladné. Je-li ale x5 < 2, pak x3+x4 = x25 < 2x5. K tomu platí x3, x4 ≥ x5. Máme
tedy op¥t spor. Nutn¥ tedy x5 = 2, coº znamená, ºe uº i x3 = x4 = x5 = x1 = x2 = 2.

Existují dv¥ °e²ení:
K = {(0, 0, 0, 0, 0), (2, 2, 2, 2, 2)}

Úloha 6.7. Na záv¥r celé oslavy prob¥hla ve£e°e v restauraci. V²ech 2n lidí se ve²lo k jednomu
kulatému stolu. Kaºdý si objednal n¥co jiného, ale £í²ník byl popleta, nezapamatoval si, kdo co
cht¥l, a rozdal jim tak jídla náhodn¥. Henry ale situaci zachránil, kdyº ostatní p°esv¥d£il, ºe a´ uº
to £í²ník rozdal jakkoliv, lze st·l oto£it tak, aby alespo¬ dva lidé m¥li ve£e°i, kterou si objednali.
Dokaºte, ºe má Henry pravdu.
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�e²ení. Úlohu dokazujme sporem, tedy p°edpokládejme pro spor, ºe £í²ník rozdal jídla
tak, ºe p°i ºádném oto£ení stolu nebudou mít dva strávníci to, co si objednali.

Nejprve si o£íslujme hosty postupn¥ po sm¥ru hodinových ru£i£ek od 1 do 2n. Dále
ozna£me zp·sob, jakým £í²ník objednávku popletl. Uvaºujme, ºe kaºdé jídlo posunul o
ur£itý po£et míst po sm¥ru hodinových ru£i£ek (£íslo od 1 do 2n). Formáln¥ nech´ jídlo,
jeº si objednal host k posunul o ak míst.

Z p°edpokladu je jasné, ºe ºádná dv¥ jídla neposunul o stejný po£et míst, a protoºe
jídel je 2n a moºných posunutí, jak jsme je de�novali, je téº 2n, musí být kaºdé posunutí
vyuºito práv¥ jednou. Formáln¥ °e£eno je (a1, . . . , a2n) permutací (1, . . . , 2n).

O£íslujme si nyní místa £ísly 1 aº 2n. Je jasné, ºe sou£et v²ech míst, na kterých sedí
hosté se musí rovnat sou£tu míst, na kterých jsou poloºená jídla (jde o tatáº místa). Musí
se tedy rovnat také zbytky t¥chto sou£t· po d¥lení 2n. Te¤ poj¤me tyto zbytky spo£ítat.

U host· je to jednoduché, p·jde jednodu²e o sou£et v²ech p°irozených £ísel od 1 do 2n
a ten je roven 1 + 2 + · · ·+ 2n = 2n(2n+1)

2 = 2n2 + n). Toto £íslo z°ejm¥ dává zbytek n po
d¥lení 2n.

Nyní místo, na kterém je jídlo objednané hostem z místa k je posunuté ak míst a aº na
p°ípadné p°i£tení/ode£tení 2n jde tedy o místo k+ ak. Toto p°i£tení/ode£tení nebude mít
ºádný vliv na zbytek kone£ného sou£tu po d¥lení 2n a nebudeme se jím tedy zabývat. Sou£et
je tedy aº na násobek 2n roven 1+a1+2+a2+· · ·+2n+a2n = 1+· · ·+2n+a1+· · ·+a2n =
2 · 2n(2n+1)

2 = 2n(2n+ 1), coº ale dává zbytek 0 po d¥lení n.
Do²li jsme tedy k tomu, ºe totéº £íslo dává zárove¬ zbytek 0 a zárove¬ zbytek n po

d¥lení 2n. Pro nenulové n to je ale kýºený spor, a tvrzení je tak dokázáno.
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Zadání 1. série

Úvodní gulá²
Termín odeslání: 26.10.2015

autor: Stopa

Úloha 1.1. Poslední prázdninové dny si Lib¥nka uºívá hraním hry. Hrací pole se sestává z
devíti polí spojených ²ipkami (viz obrázek). V kaºdém tahu se nejprve pohnou jiº umíst¥né
�gurky dle ²ipek. Vedou-li z pole dv¥ ²ipky, �gurka se rozdvojí a pokra£uje na ob¥ pole.
Naopak setkají-li se dv¥ �gurky na konci tohoto pohybu na jednom poli, navzájem se
vyhodí a na poli nez·stane ºádná. Po tomto pohybu Lib¥nka umístí �gurku na libovolné
polí£ko. Cílem hry je zaplnit v²echna polí£ka �gurkami. Jak to m·ºe Lib¥nka provést?

Úloha 1.2. Henry a jeho ºena se spolu s dal²ími £ty°mi páry zú£astnili letní slavnosti. U
p°ípitku si kaºdý nejprve p°i´ukl se svým partnerem a poté si p°i´ukli i s n¥kterými dal²ími.
Henry se na záv¥r kaºdého z devíti ostatních host· zeptal, s kolika lidmi si p°i´ukl. K jeho
p°ekvapení mu kaºdý oznámil jiné £íslo. S kolika lidmi si p°i´ukla Henryho ºena?

Úloha 1.3. To Mat¥j v¥t²inu prázdnin strávil s Bublou za m¥stem u rybníka. Zrovna
sed¥li na b°ehu a házeli ºabky, kdyº Bubla zvolala: �Mat¥ji, te¤ se na té vod¥ objevilo p¥t
kol ve tvaru r·zných kruºnic a kaºdé £ty°i z nich m¥ly spole£ný alespo¬ jeden bod!� Mat¥j
se zaradoval: �Ale to znamená, ºe také v²ech p¥t dohromady prochází jediným bodem!�
Va²ím úkolem je tuto vlastnost dokázat.

Úloha 1.4. Henry m¥l na ledni£ce z magnetických cifer poskládanou n¥jakou mocninu
dvojky (£íslo tvaru 2k pro n¥jaké p°irozené k) v desítkovém zápisu. Kolemjdoucí �ouma ale
o ledni£ku zavadil a v²echny cifry z ledni£ky popadaly. Koumu hned napadlo, jestli by bylo
moºné v²echny cifry naskládat zp¥t, aby vznikla jiná mocnina dvojky (z pochopitelných
d·vod· nesmí být nula na za£átku zápisu £ísla).

Úloha 1.5. Bubla si po°ídila na dve°e nový £íselný zámek. Vybrala si ten nejlevn¥j²í na
trhu. Klávesnice m¥la pouze dv¥ tla£ítka: 0 a 1 a kód byl £ty°místná posloupnost t¥chto
dvou znak·. Mat¥j hned p°emý²lel jak se co nejefektivn¥ji dostat dovnit°. Najd¥te nejkrat²í
posloupnost znak· 0 a 1 obsahující v²echny moºné kódy (alespo¬ jednu). Nezapome¬te na
zd·vodn¥ní, pro£ jiº nem·ºe být krat²í.

Úloha 1.6. V Hloup¥tín¥ na nám¥stí uº zase stav¥li monument. Tentokrát ²lo o opravdu
ambiciózní projekt. Byly zvoleny £ty°i body v prostoru neleºící v jedné rovin¥ a bylo do-
hodnuto, ºe bude sestaven rovnob¥ºnost¥n mající £ty°i z osmi vrchol· v t¥chto bodech.
Radní se v²ak neshodli na konkrétní podob¥ rovnob¥ºnost¥nu. Kolik existuje r·zných rov-
nob¥ºnost¥n· se £ty°mi vrcholy v t¥chto bodech? (Rovnob¥ºnost¥n je £ty°boký hranol s
podstavou rovnob¥ºníku, má tedy ²est st¥n ve tvaru rovnob¥ºníku.)
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Úloha 1.7. V Leno²ín¥ na obecní tabuli bylo napsáno £íslo 72015 v desítkové soustav¥.
Obecní matematik postupn¥ vºdy smaºe poslední cifru (jednotky) a ke zbytku p°i£te p¥ti-
násobek smazaného. M·ºe tímto zp·sobem na tabuli vzniknout £íslo 20157? Svou odpov¥¤
°ádn¥ zd·vodn¥te.

Bonusová úloha. Na pam¥tní desku k monumentu z ²esté úlohy má být vyryt d·kaz
Pythagorovy v¥ty. M¥sto Hloup¥tín tak vypisuje konkurz na nejkrásn¥j²í z nich. Najd¥te
alespo¬ t°i p¥kné d·kazy.

Svá °e²ení posílejte na adresu:
BRKOS

P°írodov¥decká fakulta MU
Kotlá°ská 2
611 37 Brno

nebo uploadujte na na²ich stránkách:
http://brkos.math.muni.cz/
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