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f{eéeni 6. série
(oY} OBDELNIKY

-
autor: Stopa

Uloha 6.1. Matéj chystal jmenovky na velkou oslavu, kterd méla byt toho dne odpoledne. Mél
na to pripraveny velky obdélnikovy kus barevného papiru o straniach 1 a 2. Jmenovka byla ob-
délnik libovolné velikosti se stranami v poméru 1:2.  Ja nevim, kolik piijde lidi," postézoval si
Matégj Libénce. ,,Ale to pfece nevadi, budes tu ty, ja, Henry, Bubla, Kouma a Nourna, a tak umime
vyrobit pFesny pocet jmenovek, at uz piijde kdokoliv dalgi.“ Ukazte, ze obdélnik o stranich 1 a 2
lze rozdélit na n (ne nutné shodnych) obdélnikd s pomérem stran 1:2, pokud n > 6.

Reseni. Podivejme se nejprve, jak rozdélit ¢tverec na Sest a vice Gtvercil. Pozdéji toto
FeSeni pfevedeme na pivodni problém. Ochudime se sice o rozdéleni na pét dilkd, ale se
¢tverci se ndm bude snadnéji pracovat.

Takto 1ze rozdélit na 6, 7 nebo 8 ¢tverct:

Existuje-li rozdéleni na k ¢tverci, existuje i rozdéleni na k + 3 ¢tvercu. Stadéi rozdélit
jeden z téchto k Ctvercil na Ctyfi stejné velké étverce. Kazdé pfirozené Cislo vétsi nez osm
lze zapsat jako soucet 6, 7 nebo 8 a néjakého nasobku t¥{, a tak pro kazdé ¢islo n > 6
umime rozdélit ¢tverec na n mensich ¢tverca.

Roztahneme-li vSechny dilky takto rozdéleného ¢tverce ve sméru rovnobézném s jednou
z jeho stran na dvojnasobnou délku, dostavdme rozdéleni obdélniku s pomérem stran 2:1
na obdélniky s pomérem 2:1.

Pro zajimavost dodejme, zZe ackoliv ¢tverec na pét mensich Ctvercti rozd€lit nelze, ob-
délnik ze zadéni na pét mensich dilt rozdélit lze. Zptisob, jak to provést uz ale nechame
na vas.

Uloha 6.2. Henry se na oslavé samoziejmé jako vzdy chtél pofadné vytdhnout a ukazal vSem
sviyj obdélnik ABCD s bodem P uvnitf. ,,Podivejte se!l“ volal na v8echny p¥itomné, ,plati, Ze
|<APD| + |<BPC| = 180°!“ Lib&nka pockala, nez ustalo pozdvizeni, které takové tvrzeni v séle
vyvolalo a pak se otocila na Henryho: ,,Ale pokud plati to, co Fikas, kolik pak je |<PAD|+|<PCB|?“

Reseni. Necht P je obraz bodu P v posunuti o vektor BA jako na obrazku:
Posunuti je shodné zobrazeni a tudiZ zachovava velikosti thld. V naSem posunut{ se
body B,C, P zobrazi po fadé na body A, D, P’. Proto jsou trojiuhelniky BPC a AP'D
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shodné a ||<B|PC| = ||<A|P'D|. Ze zadani vime, 7e ||<A|PD|+ ||<B|PC| = 180°. Proto
také
||[<A|PD| + ||<A|P'D| = 180°.

Z toho plyne, ze APDP’ je tétivovy. (Protoze je P uvniti ABCD, lezi P’ v opa¢né polo-
roviné ur¢ené piimkou AD.) Proto plati

|<A|PP'| = ||<A|DP'| = ||<B|CP|,

nebot jsou trojuhelniky BPC a AP’D shodné.

Vektory BA a PP’ jsou kolinearni a piimky PP a AB jsou rovnobézné. Oznalme
X € AD N PP'. Protoze ABCD je pravouhelnik, je ||[<A|X P| = 90°. Proto ||<P|AX| +
[|[<<A|PX| = 90° a dostavame

|<D|AP| + ||<B|C'P| = ||<P|AX| + ||<A|PP'| = ||<P|AX| + || <A|PX]| = 90°.

Uloha 6.3. Bubla se nenechala Henryho obdélnikem vyvést z miry a hned se také predvedla:
,To j& mam obdélniki hned nekonetné mnoho! A to neni viechno. VSechny je mam umisténé v
kartézském soufadnicovém systému a vSechny maji strany rovnobézné s osami, jeden vrchol v bodé
[0, 0] a proté&jsi vrchol v bodeé [p, g, kde p a g jsou né&jaka nenulova cela isla.“ (Bubliny obdélniky
maji vrcholy s celo¢iselnymi soufadnicemi, ale ne kazdy bod s celo¢iselnymi soufadnicemi musi byt
vrcholem néjakého bublina obdélniku.) Tentokrat to byl Matéj, kdo promluvil do hlasitého Sumu
obecenstva: ,,Ale to znamené, Ze néktery z tvych obdélniku je cely prekryty néjakym jinym! To je
piece skandalni!* Dokazte Mat&jovo tvrzeni.

Reseni. Mé&jme nekonefnou mnozinu obdélnikt jako v zadani. Kazdy obdélnik mtzeme
ztotoznit s jeho vrcholem [p, ¢] protilehlym k [0, 0], protoze tento ho jednozna¢né urcuje.
Pro jednoduchost nejdfive predpokladejme, Ze v8echny obdélniky lezi v prvnim kvad-
rantu. Pokud existuji dva obdélniky [p,q] a [p/, '] takové, ze p = p’ nebo ¢ = ¢/, zFejmé
jeden z nich musi pfekryvat druhy. Pfedpokladejme tedy, Ze libovolné dva obdélniky se ligi
v obou soufadnicich a uvazme obdélnik [po, go] s nejmensi x-ovou soufadnici. Protoze obdél-
nikd je nekonetné mnoho, existuje obdélnik [p1,q1] takovy, Ze gy < q1. Zéaroven vsak plati
po < p1 podle volby obdélniku [po, go]. Obdélnik [p1, ¢1] tedy piekryva obdélnik [po, qol.
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V obecném piipadé lezi libovolny obdélnik praveé v jednom kvadrantu, proto se mtizeme
omezit na néktery kvadrant, ve kterém lezi nekoneéné mnoho obdélnikt a dikaz vést zcela
analogicky.

Uloha 6.4. ,\Vy a ty vase obdélniky,“ uchechtl se Kouma. , To ja jsem si donesl pravidelny 4n-
thelnik o strané 1, podivejte se, jak— Nedokoncil vSak vétu, protoze si v§iml, ze Nouma vedle néj
méa v ruce nuzky a stitha jeho 4n-thelnik na rovnobézniky. Kouma jen ziral s otevienou pusou,
ale Nouma dokon¢il stithéni a z koneéné mnoha rovnob&nikii, které nastithal (nic dalgiho mu
z 4n-uhelniku nezbylo), zacal vybirat ty, které byly zaroven obdélniky. Az je v8echny povybiral,
secetl jejich obsah a vykiikl jej do placu. Jaké ¢islo mohl Nouma zvolat?

ReSeni. Nejprve ukazeme, jak lze 4n-thelnikem ,projit“ uréitym zpisobem od nékteré
strany ke strané protéjsi. Vyberme si néktery rovnobéznik, jehoz jedna strana lezi na
yhorni® strané 4n-tthelniku. Na ném zapocneme cestu. Jeho protéjsi strana je s nim rov-
nobézné, dale tedy pijdeme ptes kterykoliv rovnobéznik ,napojeny* na tuto stranu. Po-
kra¢ujeme déle sérii kroku pres vzajemné rovnobézné strany a protoze rovnobézniku je
kone¢né mnoho a pohybujeme se vzdy dolt, musime nakonec skonéit na ,spodni* strané
4n-thelniku.

Nyni, kdyz jsme si této skute¢nosti védomi, zadefinujme cestu. Cesta mezi dvéma pro-
t&j8imi stranami 4n-thelnikd je mnoZina vSech rovnobéznikt, které jsme mohli navstivit
vySe popsanym zplisobem pokud jednu z téchto dvou stran budeme povazovat za ,horn{“
a druhou za ,spodni“. ProtoZze protéjsi strany rovnobézniku jsou stejné dlouhé a také
yhorni“ i spodni“ strany maji tutéz délku, musf mit cesta stale tutéz ,$ffku“ rovnu 1
(ackoliv nemusi jit o jednodu$e souvislou oblast — cesta se miize napiiklad rozdélit na dvé
mensi a pozdéji zase sloucit). Viimnéme si, Ze viechny rovnob&zniky tvofici cestu maji dvé
své strany rovnobézné s p¥islusnou dvojici protéjsich stran 4n-ithelnfku. Navic je jasné, ze
kazdy rovnobéZznik p¥islusi do pravé dvou cest. Jedna cesta pro kazdou dvojici protéjsich
stran rovnobézniku. Disledek toho je, Ze prtnik libovolnych dvou cest je sloZen z celych
rovnobézniki.

Protoze jde o 4n-thelnik, existuje ke kazdé dvojici stran dalsi dvojice stran, které je jen
otocenim o pravy thel kolem stfedu 4n-thelniku. Tyto strany jsou tedy navzajem kolmé.
Prunik téchto cest je tvofen rovnobézniky, které nutné musi mit navzajem kolmé strany
a jde tedy o obdélniky. Navic ,8ifka* v obou vzajemné kolmych smérech je, jak jsme jiz
difve uvedli, shodné se stranou 4n-thelnfku a je tedy rovna 1. To ale znamend, zZe celd
tahle oblast musi mit obsah 1 (Cavaliertv princip). Takovychto dvojic ,kolmych“ cest je v
4n-thelniku celkem n riznych, pro kazdou z nich ziskdme na priniku obdélniky o celkovém
obsahu 1 a celkovy obsah v8ech obdélnikid tedy musi byt roven n.

Uloha 6.5. Po Noumové vystupu méli v8ichni plné zuby obdélniki. Radéji si oznaéili ciferny sou-
et prirozeného ¢isla n jako C'(n) a pak se snazili najit takové &islo, ze n+C(n)+ C(C(n)) = 2015.
Najdéte také viechna takova pfirozend cisla.

ReSeni. Zapisme libovolneé prirozené &islo p v desitkové soustavé jako p = 10%a,+10"1a;_ 1+
<-4+ 10ay + ag. Pak C(p) = a, +ax_1 +---+a1 +ag ap—C(p) = (10* — 1)ay + (10F~1 —
Dag_1+ -+ (10 — 1)a;. Cislo 10 — 1 je pro libovolné kladné p¥irozené [ v desitkové sou-
stavé slozeno z [ devitek a je tedy délitelné t¥emi. p — C(p) je tak sou¢tem cisel délitelnych
tfemi a samo tedy musi tfemi byt délitelné. To znamen4, ze p a C(p) davaji stejny zbytek
po déleni tiemi.
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Aplikujme ted tento poznatek na nasi tlohu. Piedpokladejme, ze néjaké piirozené n
splni rovnici ze zadani. Zjistime, ze n, C(n) i C(C(n)) musi davat stejny zbytek po déleni
ttemi. To znamend, zZe jejich soucet je tiemi délitelny. Na druhou stranu v8ak je tento
soucet roven 2015 a to rozhodné neni ¢islo délitelné tfemi. Pfedpoklad nés tedy dovedl ke
sporu a jediny mozny zaveér je, Ze zadané rovnice nema zadné feSeni.

Uloha 6.6. A nebyla by to Bubla, kdy si zase neprisadila: ,,Pche, rovnice... J& jich mam hned
pét! Cilem je najit vSechna redlna &isla xq1, x2, 3, 24, x5, kterd jsou feSenim systému nésledujicich
rovnic:*

xl—l—xQ:x%
x2+x3:l'i
a:3+x4=:c§
x4+x5:x§

2
x5+ 1 = x5

ReSeni. Vojta Suchanek: Predpokladejme, 7e jedno z &isel je nulové, BUNO (bez Gjmy
na obecnosti) z1, protoze rovnice jsou pouze svymi cyklickymi zaménami. Dostavame:

:C4:—x5:>aﬁ:a:2+x3:x3+a:4:a;§:>x2:a;4

Zs5 :Z‘g = —T4 = —XT2

Tedy bud zo = —1 nebo x9 = 0. Protoze ale o = mg > 0, pak nutné zo = 0. Cyklicky
dostaneme i postupné x3, x4, x5 = 0.

Nyni uz pfedpokladejme, Ze neznamé jsou nenulové. Rovnice jsou cyklické, mohu tedy
BUNO fict, 7e x5 je nejvétsi z nich. Zjevné nejsou viechny neznamé zaporné (pravé strany
jsou nezéporné), proto x5 > 0. Pfedpokladejme, ze x5 > 2, pak z3 + x4 = x% > 25, ale
r3 < x5 a 4 < 5 - spor. Proto jsou vSechny nezndmé mensf nebo rovny dvéma.

Nyni podobné uvazme nejmensi nezndmou, tfeba zase x5. Rozberme piipad, kdy z5 < 0.
Plati 22 > 0 = 24+ 25 > 0 = 24 > —x5 > 25 = 74 > |v5|. Pokud navic z3 > |5,
pak x3 + x4 > 2|x5|. My ale vime, ze x5 + x4 = 22 < 2|x5|, coz je spor. Nutné tedy
x3 < |xs| = —x5. I tento piipad snadno vysporujeme:

O>x3—|—x5:(xﬁ—:ﬁg)—I—(ac%—xl):xi—(xg—:vl)—i—m%—xl:>x§>$?1+x%

Protoze ale 1221 > x% > x%, méame konecné spor s pfedpokladem, ze x5 < 0. VSechny neznamé
jsou proto kladné. Je-li ale x5 < 2, pak z3+z4 = 9:% < 2x5. K tomu plati x3, x4 > x5. Mame
tedy opét spor. Nutné tedy x5 = 2, coz znamend, ze Uz i r3 = x4 = 5 = r1 = T3 = 2.
Existuji dvé feseni:
K ={(0,0,0,0,0),(2,2,2,2,2)}

Uloha 6.7. Na zavér celé oslavy probéhla vecefe v restauraci. Vsech 2n lidi se veslo k jednomu
kulatému stolu. Kazdy si objednal néco jiného, ale ¢iSnik byl popleta, nezapamatoval si, kdo co
chtél, a rozdal jim tak jidla ndhodné&. Henry ale situaci zachranil, kdyZ ostatni presvédéil, ze at uz
to ¢isnik rozdal jakkoliv, lze stiil otocit tak, aby alespon dva lidé méli vecefi, kterou si objednali.
Dokazte, ze ma Henry pravdu.
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Regeni. Ulohu dokazujme sporem, tedy predpokladejme pro spor, ze ¢isnik rozdal jidla
tak, ze pfi zadném otoceni stolu nebudou mit dva strévnici to, co si objednali.

Nejprve si ocislujme hosty postupné po sméru hodinovych ruci¢ek od 1 do 2n. Daéle
oznafme zpisob, jakym ¢iSnik objednavku popletl. Uvazujme, Ze kazdé jidlo posunul o
ur¢ity pocet mist po sméru hodinovych rucicek (¢islo od 1 do 2n). Formalné necht jidlo,
jez si objednal host k£ posunul o a; mist.

7 predpokladu je jasné, ze zadna dvé jidla neposunul o stejny pocet mist, a protoze
jidel je 2n a moznych posunuti, jak jsme je definovali, je téz 2n, musi byt kazdé posunuti
vyuzito pravé jednou. Formalné feceno je (ay,...,as,) permutaci (1,...,2n).

Ocislujme si nyni mista ¢isly 1 az 2n. Je jasné, Ze soucet vSech mist, na kterych sedi
hosté se musi rovnat sou¢tu mist, na kterych jsou polozené jidla (jde o tataz mista). Musi
se tedy rovnat také zbytky t&chto souctii po déleni 2n. Ted pojdme tyto zbytky spocitat.

U hostt je to Jednoduche pque 8ednoduse o soucet vSech prirozenych ¢isel od 1 do 2n
a ten je roven 14 2+ - 4l) _op? 4 n). Toto ¢islo ziejmé dava zbytek n po
déleni 2n.

Nyni misto, na kterém je jidlo objednané hostem z mista &k je posunuté a; mist a aZ na
pfipadné pfi¢teni/odecteni 2n jde tedy o misto k + ai. Toto p¥ic¢teni/odecteni nebude mit
zadny vliv na zbytek kone¢ného souctu po déleni 2n a nebudeme se jim tedy zabyvat. Soucet
Je ted <y az na nasobek 2n roven 1+a;+24as+---+2n+ag, = 1+---+2n+a1+---+agy, =

ntl) _ = 2n(2n + 1), coz ale dava zbytek 0 po déleni n.

Dosh jsme tedy k tomu, 7ze totéz cislo dava zaroven zbytek 0 a zaroven zbytek n po

déleni 2n. Pro nenulové n to je ale kyZeny spor, a tvrzeni je tak dokézano.
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Zadani 1. série
UVODNI GULAS

Termin odeslani: 26.10.2015

autor: Stopa

Uloha 1.1. Posledni prazdninové dny si Libénka uziva hranim hry. Hraci pole se sestava z
deviti poli spojenych Sipkami (viz obrazek). V kazdém tahu se nejprve pohnou jiz umisténé
figurky dle sipek. Vedou-li z pole dvé Sipky, figurka se rozdvoji a pokracuje na obé pole.
Naopak setkaji-li se dvé figurky na konci tohoto pohybu na jednom poli, navzajem se
vyhodi a na poli nezistane zadna. Po tomto pohybu Libénka umisti figurku na libovolné
poli¢ko. Cilem hry je zaplnit v8echna policka figurkami. Jak to mize Libénka provést?

Uloha 1.2. Henry a jeho Zena se spolu s dalsimi ¢tyfmi pary zacastnili letni slavnosti. U
piipitku si kazdy nejprve pfitukl se svym partnerem a poté si pritukli i s nékterymi dalSimi.
Henry se na zavér kazdého z deviti ostatnich hosti zeptal, s kolika lidmi si pFitukl. K jeho
piekvapeni mu kazdy oznamil jiné ¢islo. S kolika lidmi si pfitukla Henryho Zena?

Uloha 1.3. To Maté&j vétsinu prazdnin stravil s Bublou za méstem u rybnika. Zrovna
sedéli na biehu a hazeli Zabky, kdyz Bubla zvolala: ,Matéji, ted se na té vodé objevilo pét
kol ve tvaru ruznych kruznic a kazdé ¢tyfi z nich mély spoleény alespon jeden bod!* Matéj
se zaradoval: ,,Ale to znamené, Ze také vSech pé&t dohromady prochézi jedinym bodem!*
Vasim tkolem je tuto vlastnost dokazat.

Uloha 1.4. Henry mél na ledni¢ce z magnetickych cifer poskladanou né&jakou mocninu
dvojky (¢islo tvaru 2% pro néjaké piirozené k) v desitkovém zapisu. Kolemjdouci Nouma ale
o lednicku zavadil a vSechny cifry z lednicky popadaly. Koumu hned napadlo, jestli by bylo
mozné vsechny cifry naskladat zpét, aby vznikla jind mocnina dvojky (z pochopitelnych
duvodu nesmi byt nula na zacatku zapisu ¢isla).

Uloha 1.5. Bubla si pofidila na dvefe novy &selny zamek. Vybrala si ten nejlevnéjsi na
trhu. Klavesnice méla pouze dvé tlacitka: 0 a 1 a kéd byl ¢tyfmistnd posloupnost téchto
dvou znakt. Matéj hned premyslel jak se co nejefektivnéji dostat dovnitf. Najdéte nejkratsi
posloupnost znakii 0 a 1 obsahujici vSechny mozné kody (alespon jednu). Nezapomeite na
zdivodnéni, pro¢ jiz nemuze byt kratsi.

Uloha 1.6. V Hloupéting na namésti uz zase stavéli monument. Tentokrat lo o opravdu
ambiciézni projekt. Byly zvoleny ¢tyfi body v prostoru neleZici v jedné roviné a bylo do-
hodnuto, Ze bude sestaven rovnobéZnostén majici ¢tyfi z osmi vrchold v téchto bodech.
Radnf se v8ak neshodli na konkrétni podobé rovnobéznosténu. Kolik existuje rtiznych rov-
nobéznostént se ¢tyfmi vrcholy v téchto bodech? (Rovnobéznostén je ¢tyiboky hranol s
podstavou rovnobé&zniku, m4 tedy Sest stén ve tvaru rovnobé&zniku.)
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Uloha 1.7. V Lenodiné na obecni tabuli bylo napsano ¢islo 7291 v desitkové soustavé.
Obecni matematik postupné vzdy smaZe posledni cifru (jednotky) a ke zbytku pficte péti-
néasobek smazaného. Mize timto zpisobem na tabuli vzniknout &islo 201577 Svou odpoved
Ffadné zdivodnéte.

Bonusova tloha. Na pamétni desku k monumentu z Sesté dlohy ma byt vyryt dikaz
Pythagorovy véty. Mésto Hloupétin tak vypisuje konkurz na nejkrasnéjsi z nich. Najdéte
alespon tii pékné dikazy.

Sva teSeni posilejte na adresu:
BRKOS
Ptirodovédecka fakulta MU
Kotlarska 2
611 37 Brno

nebo uploadujte na naSich strankach:
http://brkos.math.muni.cz/
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