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�e²ení 4. série

Alespo¬

autor: Jan£a

Úloha 4.1. Lib¥nka m¥la tabulku 10×10 vypln¥nou £ísly 1 aº 100. Kdyº ji ale ukázala Henrymu,
ten jenom poznamenal: �Ale vºdy´ v tomhle sloupe£ku má² £ísla, jejichº rozdíl je obrovský!� �To
není fér,� ohradila se Lib¥nka. �A´ uº bych si tabulku vyplnila jakkoliv, bude v ní °ádek nebo
sloupe£ek, ve kterém je rozdíl n¥kterých dvou polí£ek alespo¬ 50.� Dokaºte Lib¥n£ino tvrzení.

�e²ení. Predpokladajme, ºe existuje tabu©ka, kde v kaºdom riadku a v kaºdom st¨pci je
rozdiel dvoch £ísel najviac 49. Nech £íslo 1 je na riadku i. Potom v²etky £ísla na riadku i
sú najviac 50 (inak by bol ich rozdiel s £íslom 1 viac ako 49). �íslo 100 nech je na riadku
j, j 6= i, potom v²ak zaru£ene je v st¨pci s nejakým £íslom z riadku i. Nech je to £íslo x,
platí x < 51. Tým pádom |100 − x| > 49, £o je spor s predpokladom. Tým sme dokázali
tvrdenie, ºe vºdy existuje riadok alebo st¨pec, kde rozdiel minimálne jednej dvojice £ísel je
aspo¬ 50.

Úloha 4.2. Henry se oproti tomu vychloubal výrazem
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Tvrdil, ºe a´ uº do n¥j dosadí jakákoliv reálná £ísla a, b, c ≥ 2, vºdy dostane alespo¬ S. Najd¥te
nejv¥t²í reálné S takové, ºe pro libovolná a, b, c ≥ 2 bude Henryho výraz nabývat hodnoty alespo¬
S.

�e²ení. Pro a = b = c = 2 je výraz roven 125. Dále ukaºme, ºe nikdy nem·ºe nabývat
hodnoty men²í.

Za podmínek ze zadání platí 2a2−5a+2 ≥ 0, nebo´ 2 je nejv¥t²í ko°en tohoto polynomu
a vedoucí koe�cient je kladný. Dále máme a3+ c ≥ 2a2+2 ≥ 5a. Analogicky b3+ a ≥ 5b a
c3+ b ≥ 5c. Tyto t°i nerovnosti mají na obou stranách kladná £ísla a znaménka nerovnosti
stejným sm¥rem, m·ºeme je tedy vynásobit a výslednou nerovnost pod¥lit kladným £íslem
abc pro obdrºení námi dokazované nerovnosti
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Jiné °e²ení podle Karolíny Kuchy¬ové
Uvaºujme libovolná reálná £ísla a, b, c ≥ 2. Zadaný výraz postupn¥ upravíme:
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Pro prní dv¥ závorky z AG nerovnosti vyplývá:
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a podobn¥ a2b2c2 ≥ 64, p°i£emº rovnost nastává ve v²ech p°ípadech pro a = b = c = 2.
Kdyº do zadaného výrazu dosadíme minima jednotlivých závorek(
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dostáváme celkové minimum výrazu, které nastane pro a = b = c = 2. Hledaným £íslem S
je proto hodnota 125.

Úloha 4.3. Kouma dostal k narozeninám 128 dárk·. �Podívej �oumo,� rozzá°il se Kouma.
�Tenhle azurový je nejt¥º²í, ten broskvové barvy je druhý nejt¥º²í a t°etí je tady ten citronov¥
ºlutý.� �Nev¥°ím ti,� zamra£il se �ouma, �beztak na to nemá² odhad.� Na kolik nejmén¥ váºení
(pomocí rovnoramenných vah) dokáºe �ouma Koumovo tvrzení potvrdit, pokud m·ºe porovnat
vºdy jen dva dárky mezi sebou a kaºdé dva dárky mají r·znou hmotnost?

�e²ení. Ozna£me azurový, broskvové barvy a citronový po °ad¥ jako A, B, C. Pak mezi
ostatními 125 dárky lze pomocí 124 váºení najít nejt¥º²í (BÚNO nech´ je duhový a zna£me
ho D). Jednodu²e vezmeme dva libovolné, porovnáme je. Vít¥ze porovnáme s n¥jakým
dal²ím dárkem a tohle opakujeme dokud neprojdeme v²ech 125 dárk· a tedy ud¥láme 124
váºení. Pak provedeme dal²í t°i váºení: D porovnáme s C, C s B a B s A a tím tedy
ov¥°íme správnost Koumova tvrzení na 127 váºení. Je²t¥ zbývá dokázat, ºe to nelze ov¥°it
na mén¥ váºení. To je ale z°ejmé, protoºe kaºdý dárek, který není nejt¥º²í, musí alespo¬
v jednom váºení být leh£ím ze dvou porovnávaných, jinak o n¥m nebudeme v¥d¥t, ºe není
nejt¥º²í. Tudíº váºení musí být alespo¬ tolik, kolik je dárk·, které nejsou nejt¥º²í, a to je
127.

Úloha 4.4. Mat¥j napsal na tabuli nekone£n¥ dlouhou posloupnost p°irozených £ísel tak, ºe za£al
£íslem a a kaºdé dal²í £íslo bylo o k v¥t²í neº £íslo p°edcházející (a, k jsou p°irozená). Kouma si
v²iml, ºe tato aritmetická posloupnost má jedenáct po sob¥ jdoucích £len·, z nichº kaºdý je prvo-
£íslo. Ukaºte, ºe k musí být alespo¬ 2014.

�e²ení. Podle Jana Jurky: D·kaz sporem: P°edpokládejme, ºe jsme na²li taková £ísla
a a k < 2014, ºe a + ik je pro kaºdé i ∈ {0, 1, . . . , 10} prvo£íslo (mnoºinu t¥chto 11
r·zných prvo£ísel ozna£me P ). Nyní snadno nahlédneme (nap°. uºitím £ínské zbytkové
v¥ty), ºe kaºdé z prvo£ísel 2, 3, 5, 7 musí d¥lit k, jinak by P obsahovala dv¥ £ísla d¥litelná
tímto prvo£íslem a to by byl spor. Dál pokud je k d¥litelné 11, pak je ur£it¥ alespo¬
2 · 3 · 5 · 7 · 11 = 2310, coº by byl spor s p°edpokladem. Pak tedy 11 ned¥lí k a tedy P
obsahuje prvek d¥litelný 11 a protoºe jsou to v²echno prvo£ísla, musí obsahovat p°ímo £íslo
11. Vzhledem k tomu, ºe 2 · 3 · 5 · 7 = 210 d¥lí k, to musí být ten nejmen²í prvek P , tedy
a = 11. Nyní poloºme k = 210x, kde x je prozatím neznámé p°irozené £íslo. Rozebráním
p°ípad· x ∈ {1, 2, . . . , 9} zjistíme, ºe P v t¥chto p°ípadech vºdy obsahuje sloºené £íslo. Pak
tedy x ≥ 10 a tedy k ≥ 2100 > 2014, coº je spor s p°edpokladem.
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Úloha 4.5. Uvnit° obdélníkového nám¥stí ABCD v Leno²ín¥ postavili stoºár P a vedli z n¥j oz-
dobné °et¥zy do v²ech £ty° roh· nám¥stí. Kolemjdoucí Bubla si pak v²imla, ºe platí |AP |2+|CP |2 =
|BP |2 + |DP |2. Zvládnete tuto skute£nost dokázat?

�e²ení. Ozna£me paty kolmic z bodu P na strany obdélníku dle obrázku.
Pak z°ejm¥ |AK| = |NP | = |DM | = a, |KB| = |PL| = |MC| = b, |AN | = |KP | =

|BL| = c, |ND| = |PM | = |LC| = d. Dále z Pythagorovy v¥ty |AP |2 = a2 + c2, |BP |2 =
b2 + c2, |CP |2 = b2 + d2, |DP |2 = a2 + d2. Se£tením první a t°etí, resp. druhé a £tvrté z
t¥chto rovností obdrºíme výraz a2 + b2 + c2 + d2, a tedy jsou tyto dva výrazy rovny, coº
jsme cht¥li dokázat.

Úloha 4.6. Mat¥j s Lib¥nkou p°i²li Koumovi na narozeninovou oslavu. Kolem stolu bylo celkem
30 míst uspo°ádaných do kruhu. �Kdyº se te¤ v²ichni zvedneme a znovu si sedneme náhodn¥,�
uvítal je Henry, bude pravd¥podobnost, ºe nenajdete dv¥ volná místa vedle sebe, men²í neº 25%.
Kolik nejmén¥ bylo u stolu volných míst?

�e²ení. Podle Vojt¥cha Suchánka
Nech´ n je po£et volných míst. Nebudeme rozli²ovat jednotlivé hosty, ale budeme roz-

li²ovat rozsazení, která jsou oto£ením jiných rozsazení. Také rovnou uvaºujme 1 < n ≤ 15.
Pokud totiº n je alespo¬ 16, neexistuje uspo°ádání, ve kterém dv¥ volná místa nesousedí.

Spo£ítáme po£et rozsazení, kdy ºádné dv¥ volná místa nejsou vedle sebe. Uvaºme jedno
konkrétní volné místo, které vlastn¥ rozd¥luje kruh na °adu ºidlí. Dále zde máme n − 1
volných míst, která rozd¥lují °adu na n nenulových skupinek sousedících host· (nenulový,
aby ºádné dv¥ volná místa nesousedily). Po£ty host· v skupinkách ozna£me x1, x2, . . . , xn.
Má platit

x1 + x2 + · · ·+ xn = 30− n

Hledáme po£et °e²ení této rovnice v p°irozených £íslech. Ten je ur£en výrazem
(
(30−n)−1
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)

(známý p°epáºkový princip). P·vodní volné místo m·ºeme zvolit 30 zp·soby a kaºdé rozsa-
zení se takto zapo£ítá n-krát (jednou za kaºdé volné místo). Proto celkový po£et zp·sob·,
jak rozesadit hosty, aby ºádná dv¥ volná místa nesousedila, je(
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Je z°ejmé, ºe tato pravd¥podobnost bude monotonní vzhledem k n. Numericky zjistíme,
ºe pro n = 6 je pravd¥podobnost v¥t²í neº 0, 25 a pro n = 7 men²í. U stolu proto muselo
být nejmén¥ 7 volných míst.
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Úloha 4.7. Mat¥j ²patn¥ spal. Zaprvé ho po oslav¥ ohromn¥ bolela hlava, zadruhé p°emý²lel, jak
by asi vypadala funkce de�novaná na kladných racionálních £íslech f : Q+ → Q+, která by spl-
¬ovala pro kaºdé kladné racionální x, ºe f(f(x)) = 1

x . Najd¥te alespo¬ jeden p°íklad takové funkce.

�e²ení. Nech´ f(1) = K. Pak f(K) = f(f(1)) = 1 a dále K = f(1) = f(f(K)) = 1/K.
Jediné kladné racionální £íslo spl¬ující K = 1/K je 1 a tedy f(1) = 1. Dále racionálních
£ísel z intervalu (0, 1) je spo£etn¥ mnoho, uvaºme tedy libovolnou posloupnost {an}∞n=0,
která obsahuje kaºdé práv¥ jednou. Dál nech´ f se °ídí následujícím p°edpisem: a2n →
a2n+1 → 1/a2n → 1/a2n+1 → a2n. Tento zápis je z°ejm¥ bezesporný a navíc vyhovuje
zadání.
Pozn. o spo£etnosti racionálních £ísel v intervalu (0, 1)
Mnoºina je spo£etná práv¥ tehdy, jestliºe existuje její vzájemn¥ jednozna£né zobrazení na
mnoºinu p°irozených £ísel. Laicky °e£eno je mnoºina spo£etná, pokud její prvky umíme
o£íslovat. V²echna racionální £ísla z intervalu (0, 1) lze zapsat ve tvaru p/q, kde p, q jsou
p°irozená £ísla a p < q. Se°a¤me tedy tyto zlomky �lexikogra�cky� nejprve dle q, pak podle
p. Získáme posloupnost 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, . . . . A racionálních £ísel na tomto intervalu
je tedy skute£n¥ spo£etn¥.

Pro úplnost dodejme, ºe i mnoºina kladných racionálních £ísel a mnoºina v²ech racio-
nálních £ísel jsou spo£etné mnoºiny. Z p°edchozí posloupnosti bychom nové mohli vytvo°it
nap°. tak, ºe nejprve umístíme jedni£ku a pak za kaºdé £íslo vloºíme jeho p°evrácenou hod-
notu. Roz²í°ení na v²echna racionální £ísla pak snadno vytvo°íme tak, ºe nejprve napí²eme
nulu a pak pí²eme p°edchozí posloupnost, kde kaºdý prvek bude následován svou opa£nou
hodnotou.
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