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Regeni 4. série

ALESPON

autor: Janca

Uloha 4.1. Libénka méla tabulku 10 x 10 vyplnénou &isly 1 az 100. Kdy# ji ale ukédzala Henrymu,
ten jenom poznamenal: ,,Ale vZdyt v tomhle sloupecku mas ¢isla, jejichz rozdil je obrovsky!“ | To
neni fér,“ ohradila se Libénka. ,,At uz bych si tabulku vyplnila jakkoliv, bude v ni Fddek nebo
sloupecek, ve kterém je rozdil nékterych dvou policek alesponn 50.“ Dokazte Libéncino tvrzeni.

Reseni. Predpokladajme, 7e existuje tabulka, kde v kazdom riadku a v kazdom stlpci je
rozdiel dvoch &isel najviac 49. Nech ¢islo 1 je na riadku 4. Potom v8etky ¢isla na riadku ¢
st najviac 50 (inak by bol ich rozdiel s ¢islom 1 viac ako 49). Cislo 100 nech je na riadku
j, j # 14, potom vSak zaruene je v stlpci s nejakym &slom z riadku i. Nech je to &slo ,
plati x < 51. Tym padom [100 — z| > 49, ¢o je spor s predpokladom. Tym sme dokazali
tvrdenie, ze vzdy existuje riadok alebo stipec, kde rozdiel minimalne jednej dvojice &isel je
aspon 50.

Uloha 4.2. Henry se oproti tomu vychloubal vyrazem

B+a AS+b a®+c
c a b

Tvrdil, ze at uz do néj dosadi jakakoliv redlna ¢isla a,b,c¢ > 2, vzdy dostane alesponn S. Najdéte
nejveétsi realné S takové, ze pro libovolna a, b, ¢ > 2 bude Henryho vyraz nabyvat hodnoty alespoi

S.

ReSeni. Pro a = b = ¢ = 2 je vyraz roven 125. Dale ukazme, Ze nikdy nemiize nabyvat
hodnoty mensi.

Za podminek ze zadani plati 2a® —5a+2 > 0, nebof 2 je nejvétsi kofen tohoto polynomu
a vedouci koeficient je kladny. Déale mame a® + ¢ > 2a? 42 > 5a. Analogicky b®> +a > 5b a
c3+b > 5¢. Tyto t¥i nerovnosti maji na obou stranach kladna &isla a znaménka nerovnosti
stejnym smérem, muiZzeme je tedy vynasobit a vyslednou nerovnost podélit kladnym ¢islem
abc pro obdrzeni nadmi dokazované nerovnosti

B4+a AE+b ad+c

> 125.
c a b

Jiné FeSeni podle Karoliny Kuchynové
Uvazujme libovolna realné ¢isla a, b, ¢ > 2. Zadany vyraz postupné upravime:

B+a AS+b a®+c b3 3 a’
- : =(=+1) (F+1) - (—+1)=
c a b a b c

b3 3 3 b23 2b3 2 3
:<a+c+ac>+< — )+(a2b202)+1.

b c b
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Pro prni dvé zavorky z AG nerovnosti vyplyva:

3 3 3 13 3 .3
Ve @il O O sympa s,
a b c a b ¢

2 3 213 2.3 2.3 273 2.3
bc+ab+ca>3€/b0_ab'c; :3W248
a c

a podobné a?b?c? > 64, pFitem? rovnost nastava ve viech piipadech pro a = b= c = 2.
Kdyz do zadaného vyrazu dosadime minima jednotlivych zavorek

b3 3 3 b2 3 2b3 23
<+C+a>+<c4a/4c;)+@W8H12H+%+M+hﬂ%
a C a C

dostaviame celkové minimum vyrazu, které nastane pro a = b = ¢ = 2. Hledanym ¢islem S
je proto hodnota 125.

Uloha 4.3. Kouma dostal k narozenindm 128 dérku. ,Podivej Noumo,* rozzafil se Kouma.

zluty.“ ,,Nevéiim ti,“ zamracil se Noumg, ,beztak na to nemés odhad.“ Na kolik nejméné vazeni
(pomoci rovnoramennych vah) dokdZze Nouma Koumovo tvrzeni potvrdit, pokud muZe porovnat
vzdy jen dva darky mezi sebou a kazdé dva darky maji riznou hmotnost?

ReSeni. Oznatme azurovy, broskvové barvy a citronovy po fadé jako A, B, C. Pak mezi
ho D). Jednodu$e vezmeme dva libovolné, porovnéme je. Vitéze porovname s né&jakym
dalsim dérkem a tohle opakujeme dokud neprojdeme vsech 125 darkt a tedy udélame 124
vazeni. Pak provedeme dalgi tii vaZeni: D porovname s C, C' s B a B s A a tim tedy
ovérime spravnost Koumova tvrzeni na 127 vazeni. Jesté zbyva dokézat, ze to nelze ovérit

v,

vvvvvvvv

127.

Uloha 4.4. Matgj napsal na tabuli nekonetné dlouhou posloupnost piirozenych &isel tak, ze zadal
Cislem a a kazdé dalsi ¢islo bylo o k vétsi nez ¢islo predchazejici (a, k jsou pfirozena). Kouma si
vSiml, ze tato aritmetickd posloupnost méa jedenact po sobé jdoucich ¢lent, z nichz kazdy je prvo-
¢islo. Ukazte, ze k musi byt alesponn 2014.

Reseni. Podle Jana Jurky: Ditkaz sporem: Pfedpokladejme, Ze jsme nasli takova &isla
a ak < 2014, ze a + ik je pro kazdé i € {0,1,...,10} prvocislo (mnozinu téchto 11
riiznych prvocisel ozna¢me P). Nyni snadno nahlédneme (napf. uzitim ¢inské zbytkové
véty), ze kazdé z prvodisel 2,3,5,7 musi délit k, jinak by P obsahovala dvé ¢isla délitelna
timto prvocislem a to by byl spor. Dal pokud je k délitelné 11, pak je urcité alespon
2-3-5-7-11 = 2310, coz by byl spor s pfedpokladem. Pak tedy 11 nedéli k£ a tedy P
obsahuje prvek délitelny 11 a protoze jsou to vSechno prvocisla, musi obsahovat pfimo ¢islo
11. Vzhledem k tomu, ze 2-3 -5 -7 = 210 déli k, to mus{ byt ten nejmensi prvek P, tedy
a = 11. Nyni poloZme k = 210z, kde z je prozatim nezndmé p¥irozené &islo. Rozebranim
pripadi z € {1,2,...,9} zjistime, Ze P v téchto pfipadech vzdy obsahuje slozené ¢islo. Pak
tedy x > 10 a tedy k£ > 2100 > 2014, coz je spor s predpokladem.
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Uloha 4.5. UvnitF obdélnikového namésti ABCD v Leno§ing postavili stozér P a vedli z n&j oz-
dobné Fetézy do viech étyt rohit ndmésti. Kolemjdouci Bubla si pak vimla, Ze plati | AP|*+|CP|? =
|BP|? + |DP|%. Zvladnete tuto skuteénost dokazat?

Regeni. Ozna¢me paty kolmic z bodu P na strany obdélniku dle obrézku.

Pak ztejmé |AK| = |[NP| = |DM| = a, |KB| = |PL| = |MC| =0, |AN| = |KP| =
|BL| = ¢, IND| = |PM| = |LC| = d. Déle z Pythagorovy véty |AP|?> = a® + ¢, |BP|? =
b2 +c2 |CPP? =b? + d?, |DP|? = a® + d?. Se¢tenim prvni a tieti, resp. druhé a ctvrté z
téchto rovnosti obdrzime vyraz a? 4 b? + ¢ + d?, a tedy jsou tyto dva vyrazy rovny, coz
jsme chtéli dokazat.

D M c

N L
P

A K B

Uloha 4.6. Matéj s Libénkou piisli Koumovi na narozeninovou oslavu. Kolem stolu bylo celkem
30 mist uspofadanych do kruhu. ,KdyZ se ted v8ichni zvedneme a znovu si sedneme nahodns,*
uvital je Henry, bude pravdépodobnost, Ze nenajdete dvé volna mista vedle sebe, mensi nez 25%.
Kolik nejméné bylo u stolu volnych mist?

Reseni. Podle Vojtécha Suchanka

Necht n je pocet volnych mist. Nebudeme rozliSovat jednotlivé hosty, ale budeme roz-
liSovat rozsazeni, kterd jsou otoéenim jinych rozsazeni. Také rovnou uvazujme 1 < n < 15.
Pokud totiz n je alespoii 16, neexistuje uspofadani, ve kterém dvé volnd mista nesousedi.

Spoéitame pocet rozsazeni, kdy zadné dvé volna mista nejsou vedle sebe. Uvazme jedno
konkrétni volné misto, které vlastné rozdéluje kruh na tadu zidli. Déle zde mame n — 1
volnych mist, kterd rozdéluji fadu na n nenulovych skupinek sousedicich hosti (nenulovy,
aby zadné dvé volna mista nesousedily). Poc¢ty hostii v skupinkich ozna¢me x1, z9, ..., x,.
Ma4 platit

r1+x2+ -+, =30—n

Hledame podet feSeni této rovnice v prirozenych Cislech. Ten je uréen vyrazem ((30;_"%71)
(znamy piepazkovy princip). Pivodni volné misto mizeme zvolit 30 zptisoby a kazdé rozsa-
zeni se takto zapocCita n-krat (jednou za kazdé volné misto). Proto celkovy pocet zpiisobu,
jak rozesadit hosty, aby zadna dvé volna mista nesousedila, je

29—n @
n—1 n

ORI Gt

30 = /29
(n) (nfl)
Je zifejmé, ze tato pravdépodobnost bude monotonni vzhledem k n. Numericky zjistime,

7e pro n = 6 je pravdépodobnost vétsi nez 0,25 a pro n = 7 mensi. U stolu proto muselo
byt nejméné 7 volnych mist.

Hledané n tedy musi spliiovat

<0,25
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Uloha 4.7. Matéj $patné spal. Zaprvé ho po oslavé ohromné bolela hlava, zadruhé premyglel, jak
by asi vypadala funkce definovana na kladnych racionalnich &slech f : QT — QT, ktera by spl-
novala pro kazdé kladné racionalni z, ze f(f(z)) = % Najdéte alespon jeden piiklad takové funkce.

Reseni. Necht f(1) = K. Pak f(K) = f(f(1)) =1adale K = f(1) = f(f(K)) = 1/K.
Jediné kladné racionalni ¢islo spliujici K = 1/K je 1 a tedy f(1) = 1. Dale racionalnich
Cisel z intervalu (0,1) je spocetné mnoho, uvazme tedy libovolnou posloupnost {a,}5°,
kterd obsahuje kazdé pravé jednou. D4l necht f se Fidi nasledujicim predpisem: as, —
aont+1 — 1/agy, — 1/agni1 — ag,. Tento zapis je ziejmé bezesporny a navic vyhovuje
zadéani.

Pozn. o spoéetnosti racionalnich ¢&isel v intervalu (0, 1)

MnoZina je spocetné pravé tehdy, jestlize existuje jeji vzajemné jednoznacné zobrazeni na
mnozinu pfirozenych &éisel. Laicky feCeno je mnozina spocetnd, pokud jeji prvky umime
oCislovat. V8echna racionalni ¢isla z intervalu (0, 1) lze zapsat ve tvaru p/q, kde p, ¢ jsou
pfirozen4 &isla a p < ¢. Sefadme tedy tyto zlomky ,lexikograficky* nejprve dle ¢, pak podle
p. Ziskame posloupnost 1/2,1/3,2/3,1/4,3/4,.... A racionalnich ¢isel na tomto intervalu
je tedy skutecné spocetné.

Pro taplnost dodejme, 7e i mnozina kladnych racionalnich ¢isel a mnozina v8ech racio-
nélnich ¢isel jsou spocetné mnoziny. Z predchozi posloupnosti bychom nové mohli vytvorit
napf. tak, Ze nejprve umfistime jednic¢ku a pak za kazdé ¢islo vlozime jeho pfevracenou hod-
notu. Roz§ifeni na v8echna racionaln{ ¢isla pak snadno vytvoiime tak, Ze nejprve napiSeme
nulu a pak piSeme piedchozi posloupnost, kde kazdy prvek bude néasledovan svou opacnou
hodnotou.
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