XIX. roénik BRKOS 2012/2013

ResSeni 2. série

(GRAFY

autor: Baci a Bori

Uloha 2.1. Henry namaloval Libénce k narozenindm znamenity obrazek. Byly na ném
barevné tsecky potkavajici se v né€kolika rtiznych bodech. Z kazdého bodu vedly t¥i tisecky,
které navic byly vzdy rtznobarevné. Henry pouzil pfi malovani ¢tyfi barvy a dusoval se,
ze s méné barvami by to nesvedl. Zvladli byste také nakreslit takovy obrazek, pokud vite,
7e Henry pouzil méné nez 16 bodu?

Reseni. Uloha je argumentacné velmi jednoducha. Staéi si uvédomit, co po nas zadani
vlastné chce. Mame najit 3-regularni graf na nejvySe 16 vrcholech, ktery je 4-hranové-
obarvitelny, ale neni 3-hranové obarvitelny. Nalézt takovy graf je snadné, jeden ukazkovy
na 10 vrcholech prikladame. Jeho 3-regularita je zfejma, neméa vyse nez 16 vrcholt a lehce
predvedeme 4-hranové-obarveni. Nyni staci jednoduse argumentovat, pro¢ graf neni 3-
hranové obarvitelny. Dokazeme sporem. Klicové pozorovani je u dvou trojihelnikt nalevo.
Kazdé obarveni trojuhelnika musi vypadat tak, Zze na hranéch jsou t¥i rizné barvy. Vidime,
ze trojuhelniky jsou spojené hranou, takze po obarveni jednoho z nich je uz obarveni
druhého fixni. Nyni si vSimneme, Ze ze dvou vrchold, které trojuhelniky nesdili, vedou dvé
hrany do tfetiho vrcholu. Tyto hrany vsak nutné musi mit stejnou barvu. To je spor.

Uloha 2.2. Maté&jovi se jedné noci zdal straslivy sen, ve kterém spatfil 2012-regularni
graf na 1234567 vrcholech, jenz neobsahoval zadnou kruznici délky 4. Po probuzeni jej
vsak Libénka uklidnovala slovy, ze zadny takovy graf neexistuje. Byl to opravdu jen sen?
Zdtuvodnéte.

Reseni. Tato tloha se na prvni pohled miize jevit jako grafova, ale ve skute¢nosti je v
ni jen rafinované ukryty Dirichletiv princip. Uvazujme néjaky jeden konkrétni vrchol u
tohoto grafu na 1234567 vrcholech. Vime, Ze jeho stupen je 2012, tedy vede z né&j 2012
hran do vrchold vy, vs,...,v9912. Podivejme se nyni na téchto 2012 vrcholtd. Vime, Ze z
kazdého vrcholu musi vést 2011 dalsich hran. Celkem jich tedy povede 2012-2011. Nejvyse
jedna z nich mtze opét skonéit mezi vrcholy vy, ..., v9012, nebot v opaéném piipadé by
vznikl cyklus délky 4. Z celé této ,arovné“ tedy povede vyse alespon 2012-(2011—1) hran.
Nyni je klicové uvédomit si, ze kazda z téchto hran musi vést do nového vrcholu. Kdyby
totiz dvé vedly do stejného vrcholu, vznikl by okamzité cyklus délky 4. Graf tedy musi
mit nutné aspon 1+ 2012+ 2012 - (2011 — 1) = 4046133 vrchold, coz je bezpeéné vice nez
1234567. Dostavame tedy spor.
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Uloha 2.3. Jednoho rana Matéj poslal Henrymu zpravu s nasledujicim textem: Myslim,
ze kazdy souvisly graf obsahujici & vrcholi lichého stupné lze rozlozit na % sledti, v nichz
se hrany nemohou opakovat tak, aby kazda hrana byla v préavé jednom z nich, ale
neumim to dokazat. Henry se zamyslel a uz mu psal odpovéd. Jak byste Maté&jovi poradili
vy?

Reseni. Uvazme Ifubovolny graf G obsahujici k vrcholov lichého stupiia. Nakolko stdet
stupnov vSetkych vrcholov v grafe musi byt sudy (ide totiz o dvojnasobok poétu hrén),
pocet vrcholov lichého stupria k musi byt tiez sudy. Néasledne budeme postupovat mate-
matickou indukciou vzhladom k hodnote % Ak je tato hodnota rovna jednej, teda k = 2,
ide o graf s dvoma vrcholmi neparneho stupna - o takom grafe vieme, Ze v nom existuje
otvoreny Eulerovsky tah prechadzajtci prave raz vSetkymi hranami. Predpokladajme te-
raz platnost vyroku pre hodnoty % mensie nez nejaké n a dokdzeme platnost vyroku pre
% = n. V grafe kde % = n najdeme nadlhsi fah vedici medzi dvoma vrcholmi lichého
stupnia (taky fah uréite existuje). Ak hrany tohto fahu z grafu odstrdnime, zostane nam
graf (nie nutne suvisly, v kazdej komponente stvislosti vSak buda aspon dva vrcholy ne-
parneho stupiia - inak by tah nebol najdlhsi), ktory obsahuje presne k — 2 vrcholov lichého
stuptia (odstranenim tahu sme znizili lichy stupen zaciatoéného a koncového vrcholu o
liché ¢islo a stupnie vSetkych ostatnych vrcholov o nejaké sudé ¢islo). Tym padom v kazdej
komponente, ktord ndm zostane, bude nova hodnota g urcite mensia nez n, z indukéného
predpokladu teda vieme najst prislichajice rozdelenia na tahy tak, aby dokopy spolu s

tahom, ktory sme odstranili, bolo vSetkych tahov g

Uloha 2.4. Matéj s Libénkou navstivili o vikendu Muzeum Petra Hlinéného, ve kterém
pravé probihala expozice rovinnych grafi s vice nez 4 vrcholy, avSak bez jediného troju-
helniku. Matéje ihned zaujalo, ze kazdy z vystavenych grafi obsahoval aspon 4 vrcholy
stupné méné nez 4. Plati to obecné? Proc¢?

ReSeni. Dtkaz rozdélime na dvé ¢asti. Nejprve zkusime néjak odhadnout pocéet hran
vzhledem k poctu vrcholii a komponent souvislosti. V dal§im textu budeme oznacovat
pocet vrcholi jako v, pocet hran jako e, pocet stén jako f a pocet komponent souvislosti
jako c.

V pomocném textu byl uveden Eulertiv vztah pro souvislé grafy. Pro nesouvislé grafy
vypada velmi podobné, a sice v+ f = e+ ¢+ 1. Déale vime, Ze nas graf neobsahuje zadny
trojuhelnik, a proto musi platit f < 24—6 (nebot kazda hrana je ptilehld nejvyse dvou sténam
a kazda sténa obsahuje aspon ¢tyii hrany). Dame tyto dva vztahy dohromady a obdrzime
kli¢ovou nerovnost

2e < 4v — 4¢c — 4.

Nyni pristoupime k druhé ¢asti dikazu. Budeme sporem dokazovat tvrzeni dlohy za
pouziti dokazané nerovnosti. Pfedpokladejme, Ze v grafu jsou nejvysSe 3 vrcholy stupné
méné nez 4. PovS§imnéme, Ze 2¢ je presné soucet stupniii vSech vrcholt. Vime, Ze tento
soucet musi byt aspon 4(v — 3). Pro zjednoduseni polozme 2e¢ = 4(v — 3) + z, kde z je
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néjaky zbytek (tj. soucet stupnt nasich nejvyse tii vrchola a rozdil u vrchola stupné aspor
4). Dosadme nyni do nasi nerovnosti.

Ziskavame x < 8—4c. Rozebereme nyni pfipady vzhledem k po¢tu komponent (velikosti
c¢). Ptipad ¢ = 0 neni zajimavy, nebot vime, ze graf obsahuje aspon 4 vrcholy, tedy ¢ > 1.
Dale ¢ > 3 vede k zapornosti x, coz neni mozné. Zbyvaji ndm dva zajimavé pripady
ce{l1,2}.

Pokud ¢ =2, pak x = 0 a tedy ¢ > 4. Spor.

Pokud ¢ = 1, pak = = 4. Nyni uz neni tézké argumentovat, nebot je tfeba si uvédomit,
ze v x musi byt stupné naSich nejvyse 3 vrcholli, soucasné ale hrany vedouci z téchto
vrcholti konéi v nékterych jinych vrcholech grafu a netvori novou sténu, tedy v tomto x
museji byt zapoéitany dvakrat. Uplné korektni ditkaz nechdvime za cviceni ¢tenafi, coz
by ale v tomto momentu uz nemélo byt obtizné.

Uloha 2.5. Libénka upekla buchtu o siice i délce 40 cm a Fekla Matéjovi, aby ji rozdélil na
pulky. Matéj to splnil Ssalamounsky a rozdélil buchtu podle obrazku (viz ptiloha), vSechny
useky lomené Cary sviraji se stranami ¢tverce thel 45° a zlomy jsou 10cm od okraje.
Poradte Libénce, jak mé ted jednim pFimgm fezem rozdélit buchtu na étvrtiny.

ResSeni. Buchtu rozrezeme podla obrazka (Bod .J je vzdialeny 10 cm od C a bod I 10
cm od A). Trojuholnik EFM m4 zrejme obsah 100 ¢m?, rovnako trojuholniky K M1 a
MLJ. Stvorce KM ED a M LCE majt obsah 400 ¢m?. Pituholniky DIMFE a MJCEF
teda budi mat rovnaky obsah 400 — 100 + 100 = 400cm?. To isté kvdli symetrii plati pre
piatuholniky AHGM1I a HBJM D. Zobrazeny rez teda buchtu rozdeluje na Stvrtiny.

Uloha 2.6. Henry si o vikendu na algebraickych trzich koupil dvé kladné realna ¢&isla
a, b, jejichz soucin nebyl vétsi nez 1. Matéjovi jeho ndkup priSel marnotratny, dokud mu
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Henry nevysvétlil, co vSechno se s takovymi ¢isly da délat. Napt. se o nich d& tvrdit, ze
(1+ 1) (14 3) > 4. Jak byste to dokazali?

Reseni. Povedeme piimy ditkaz. Vyjdéme z trividlniho vztahu, ktery fika, Ze Gtverec
libovolného ¢isla je nezaporny. Tento dale upravujme.

(a—1)2>0 (2.1)
a?—2a+1>0 (2.2)
a? +1>2a (2.3)

1
a+—2>2 (2.4)

a

Dodejme, Ze posledni tipravu (déleni ¢islem a) jsme mohli provést, nebot a je nezdporné,
zejména tedy nenulové. Ze zadani vime, ze ab < 1, tedy (opét muzeme délit) a < %.

Vzhledem k tomu, Ze plati vztah (2.4), tim spiSe bude platit i vztah (2.5).

+=>2 (2.5)

(S R
Q|

Dale ze zadani vime, Ze % > 1. Soucasné trivialné 1 > 1. Muzeme tyto dvé nerovnosti
seist s (2.5) a dale uz pouze jednoduchym vytknutim dochézime ke vztahu (2.7), ktery
jsme potiebovali dokazat.

1 1 1
-4+ -4+ —=4+1>4 2.6
b+a+ab+ - (2.6)

<1 + i) <1 + 2) >4 (2.7)

Uloha 2.7. Libénka dostala k narozeninam zvlastniho psa, ktery se stravoval vyhradné

racionalni vyzivou. Kazdé jeho jidlo se skladalo ze t¥i zlomku 5 < § < Z's pfirozenymi

Citateli i jmenovateli, jez navic musely spliiovat podminku pg —rs = 1. Libénka zjistila, ze
¢im mensi je hodnota b, tim vice jejimu mazlickovi chutna. Jsou-li dana p,q,r,s spliujici
vysSe uvedené vztahy, jaka je nejmensi mozna hodnota b?

ReSeni. Z prvej zadanej nerovnosti mame:
ag—1rb>0
KedZe pracujeme s prirodzenymi ¢islami, mdZme pokracovat v pravach:
ag—rb>1
aqs —rbs > s
Analogicky z druhej zadanej nerovnosti:
pbg —asq = q
Sé¢itanim tychto dvoch nerovnic:

aqs —rbs+pbqg —asq > s+ ¢q
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blpg—1rs) > s+q

Kedze podla zadania pg — rs = 1:
b>s+gq

Ziskali sme tak dolnt hranicu pre b, staci overit, Ze ak b bude rovné s+¢, existuje prirodzené
a tak, aby zadané nerovnosti platili. To urobime lahko - polozime a = p+r. Ked dosadime
tieto hodnoty a,b do oboch zadanych nerovnosti, ekvivalentnymi tpravami prideme k
zaveru 0 < pg — rs = 1, ktory je pravdivy.

Tato aktivita je realizovana v ramci verejné zakazky Pilotni ovéfeni systému
popularizace technickych a prirodovédnych oboru vytvarenim vazeb vysokych skol na
skoly nizsich stupnt, ktera je soucasti IPN Podpora technickych a prirodovédnych obort
(PTPO), reg.¢. CZ.1.07/4.2.00/06.0005. Projekt je spolufinancovan Evropskym socidlnim
fondem a statnim rozpoétem Ceské republiky.
www.generaceY.cz; wuw.reformy-msmt.cz
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