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Uloha 5.1. V Hloupétiné otevieli nové muzeum, coz si Matéj s Libénkou nemohli nechat
ujft. Zastavili se uz u prvn{ vitriny, v niz byly vystaveny vSechny nerostouci posloupnosti
prirozenych ¢isel. Na prvni pohled bylo zfejmé, Ze jich tam je nekoneéné mnoho, ale dé&ti
velmi zajimalo, zda jich je spocetné. Dokazali byste jim poradit?

Regeni. Zkusme se zamyslet nad tim, jak takovou nerostouci posloupnost &isel ai, as, . ..
efektivné zapsat. Nerostouci posloupnost jisté nikdy nepferoste svij prvni prvek — mnozina
prvki obsazenych v posloupnosti je proto kone¢na. Navic pokud vime, kolikrat se které ¢islo
v posloupnosti vyskytuje, zname jiz celou posloupnost — ¢&isla lze do nerostouci posloup-
nosti sefadit jedinym moZnym zptisobem. Nerostouci posloupnost tedy umime zapsat jako
mnozinu dvojic (¢islo, pocet vyskyti), kde pocet vyskytti je bud pfirozené ¢islo, nebo
nekone¢no — nejmensi prvek se vzdy vyskytne nekone¢nékrat. Dvojice tvaru (pfirozené
¢islo, prirozené ¢islo nebo nekonecno) si mizeme ocislovat pfirozenymi ¢isly metodou pop-
sanou v pomocném textu. Kazdou nerostouci posloupnost pfirozenych ¢isel tak umime
zapsat nejen jako mnozinu dvojic, ale také jako mnoZinu pfirozenych ¢isel. A takovych
mnoZin je, jak vime z pomocného textu, spocetné mnoho. Proto je spocetné mnohoi neros-
toucich posloupnosti pfirozenych ¢&fsel.

Uloha 5.2. Nouma s Koumou také nemohli u otevienf muzea chybét. Narozdil od Klevrovych
je ale vic zaujala vystava logaritmi. Koumu nejvic uchvatil logy 3, Noumu zase logg 4. A
kluky by ted zajimalo, jestli je soucet jejich ¢isel raciondlni. Dokazete jim poradit?

Reseni. Budeme sporem dokazovat, Ze soucet racionalni neni. Piedpokladejme tedy, Ze
racionalni je. Jeho hodnotu oznac¢me q. Plati pak log, 3 4+ logs 4 = ¢, soucasné plati
log, 4

log,y 3 - logs 4 =logy 3 - 102, 3 =logy,4 = 2.

Dle Viétovych vztahi jsou tak ¢isla logs 3 a logs 4 kofeny polynomu x? — gz + 2; zapied-
pokladu, ze g je racionalni, proto jde o algebraicka ¢isla. Jak jsme ale ukézali v pomocném
textu, log; 4 algebraickym ¢islem neni, ¢imz dostavame spor s piedpokladem. Soucet téchto
dvou logaritmt je proto iracionalni.

Uloha 5.3. Mezitim Maté&j s Libénkou dosli k daliimu exponatu. Byla to sbirka kosin.
Kromé téch zndmych, jako je cos § tam byl i jeden, ktery se Mat&jovi obzvlaste libil. Byl to
cos (22%) Chvili si jej prohlizel a pak se otocil k Libénce: ,Schvalné, uméla bys dokazat,
7Ze to je algebraické ¢islo?*

ResSeni. Jedno z moznych feSeni vyuzivad matematickou indukci — budeme dokazovat, Ze
cos (2%) je algebraické ¢islo pro vSechna piirozend n. ProtoZe cos 3 = 0 je algebraické
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¢islo, mame prvni krok indukce tispésné za sebou. Nyni pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati
pro n = k,tedy ze mame polynom P, jehoZ kofenem je cos (2%), a dokazme, Ze najdeme
polynom @ s koFenem cos (2’@%) Vzpomeneme si na goniometricky vzorec

cos(2ar) = 2cos*(a) — 1 (5.1)

a polozime Q(z) = P(22% — 1). Po dosazeni x = cos (%%) nabude argument P hodnotu
coS (2%) (to plyne p¥imo z 5.1), hodnota polynomu @ pro takové x bude proto nulova, coz
jsme chtéli dokézat. Indukci jsme dokéazali, ze v8echna &isla tvaru cos (2%) jsou algebraicka
a proto je algebraické i zadané ¢islo.

Druhy postup nevyuziva indukci, ale neobejde se bez pokrodcilejsch poznatki o kom-
plexnich é&islech. Dle Moivreovy véty jsou komplexni &fsla 21 = cos (22%) + ¢sin (22%) a
Zy = COS (QQ”W) — isin (22(%) kofeny polynomu 22”"* — 1. Definici algebraickych ¢isel 1ze
roz§itit i na komplexni ¢isla (komplexni ¢islo je algebraické, pokud je kofenem polynomu s
redlnymi racionalnimi koeficienty). Nyni vyuzijeme dvé pomocné tvrzeni:

e Racionalni nasobek algebraického ¢isla je algebraické ¢islo (snadno rozmyslite sami).

vvvvvv

e Souclet algebraickych &isel o, 5 je algebraické ¢islo. Zde je diikaz slozitéjsi. Je potieba
uvézit posloupnost mocnin (a + B)!, (a + B)2,.... Pokud je a kofenem polynomu
stupné a a [ polynomu stupné b, lze v kazdy z vyrazi v posloupnosti psat ve tvaru
souctu ka’Bt, kde k je racionalni a s,t jsou pfirozena &isla po fadé mensi nez a, b.
Tento soucet obsahuje nejvyse (a + 1)(b + 1) ¢lend, proto kdyz napiSeme vice nez
(a + 1)(b + 1) ¢€lent posloupnosti, jeden z nich bude mozné vyjadfit jako linearni
kombinaci s racionalnimi koeficienty ¢leni pfedchozich (to plyne z vlastnosti soustav
linearnich rovnic). Proto lze pro n&jaké u psat (a+5)* jako linearni kombinaci nizsich
mocnin « + £, jinymi slovy a + 8 je kofenem polynomu stupné u s racionalnimi
koeficienty, coz jsme chtéli dokizat.

Mame tedy algebraicka &isla zq, zo a vyuzitim uvedenych tvrzeni dostavame, Ze jsou alge-

braickd i z1 + 22 a % Protoze % je ale nage ¢islo ze zadéani, jsme timto hotovi.

Uloha 5.4. Nouma s Koumou dosli do oddélenf prirozenych &isel. Nasli tam jedno opravdu
dlouhé ¢islo T' — bylo zapsano v desitkové soustavé, mélo ciferny soucet 2011 a koncilo
Ctytcéislim 2012. Kouma hned zacal Noumu postuchovat: ,,Schvalné, jestli dokazes, ze exis-
tuje mocnina T* takova, ze v pétkové soustavé zacina na 2011 a ve trojkové na 2012.“

Refeni. Zadani je trochu preletopodtované — z informaci o ciferném souctu a poslednim
étyicisli si odvodime, 7e T neni mocninou 3 ani 5, coz nam staci. Tvrzeni, ze ¢islo TF v
trojkové soustavé zacind na 2012 lze s vyzapsat jako

JaeN:59-3*<TF <60-3%

po zlogaritmovani
da € N :logz 59+ a < klogs T < logs 60 + a.
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Takové a jisté najdeme, pokud bude {klogs T'} € ({logs 59}, {logs 60}), kde {z} zde znaci
desetinnou ¢ast = '. Podminka s pocateénimi ciframi v pétkové soustavé se analogicky
redukuje na pozadavek, aby bylo {klogs T'} € ({logs 256}, {logs 257}). Pfedstavime si tedy
kartézsky soudin intervala (0,1) x (0,1) jako ¢tverec o strané 1 a budeme sledovat, které
jeho body odpovidaji dvojicim B(k) = ({klogs T}, {klogs T'}). Konkrétné chceme ukazat,
7e néjaky z nich padne do obdélnika o rozmérech logs 60 — logs 59 a logs 257 — logs 256.
Nejprve si musime uvédomit, ze kdyby dva body B(k) a B(l) splynuly, muselo by byt
klogs T —llogs T = (k — 1) logs T celé ¢islo, coz ale nen mozné, protoze T neni mocnina 3
alogs T i (k—1)logs T jsou proto iracionalni. Kdyz nas ¢tverec rozdélime na ¢tverecky o
strané € (volme napf. € rovno desetiné kratsi strany obdélnika, ktery chceme zasadhnout),
padne do jednoho ¢tverecku nekone¢né mnoho bodt B(k). Dle predchoziho tvrzeni je
téchto nekone¢né mnoho bodt riznych, mizeme tedy vzit dva: B(ki) a B(kz). Protoze
se desetinna ¢ast chova hezky vzhledem ke s¢itani (plati {z +y} = {{z} + {y}}), vime, Ze
zménou k o ko — ki se zméni B(k) v obou soufadnicich nejvyse o € (pfipadné jsou li blizké
hranici ¢tverce, ,sko¢i* na prot&jsi stranu).

Nyni pro vSechna realna ¢isla z polozme C(x) = ({a{(k2 — k1)logs T}}, {x{ (k2 —
k1) logs T'}}). Mnozina viech bodi C(x) je tvofena useckami — postupnym zvétSovanim x se
obé soufadnice C'(x) méni linedrné do doby, nez jedna z nich nabude hodnotu blizkou jedné;
pak se tato soufadnice vynuluje a obé soufadnice pokracuji v linedrnim ridstu. V§imnéme
si, ze kdyZ za = dosadime celé ¢islo t, dostaneme bod C(t) = B(t(k2 — k1)), nebot {ty} =
{tly]+t{y}} = {t{y}} pro vBechna cela y. Ve sméru téchto usetek se tedy umime pohybovat
o vzdalenost mensi nez v/2¢ (v kazdé soufadnici nejvyse €). Praseciky téchto tsecek s levou
hranou ¢tverce jsou body tvaru (0, {r{(k2 — k1) logs T'}}), kde {r{(ke — k1)logs T}} = 0,
neboli pro n&jake piirozené p r{(ka —ki1)logs T} = p, r = m. Takové body maji
y-ovou soufadnici {p(}, kde
{(ko — k1) logs T'}

{(k2 — k1) logg T'}°
Alogs T—B

. Cislo ¢ je cislem tvaru Clog.T—D PO néjaka ptirozena A, B,C, D, coZ je ¢islo iraciondlni.
Protoze je ¢islo € iracionalni, praseciky tsecek s levou stranou étverce tvoii hustou mnozinu.
Na kazdé z asecek delsich nez v/2¢ lezi alesponi jeden bod B(k).

Obdélnikem, ktery se snazime zasdhnout pro vhodné zvolené jisté alespon jedna takova
tsecka prochézi, na této jsou né&jaké body B(k) ve vzdalenosti mensi nez v/2¢, jeden z nich
lezi uvnit¥ obdélnika a dikaz je koneéné hotov.

(=

Uloha 5.5. Do muzea se piigel podivat i Henry. Jako zaslouzilého geometra ho nejvice
zaujaly mnohotuhelniky. Hloupétin se py8nil sbirkou konvexnich Sestitthelnikt, z nichz kazdy
byl slozen ze shodnych pravoiithlych rovnoramennych trojihelnik. Henryho hned zajimalo,
pro jaké poc¢ty trojihelnikt vétsi nez 10 je mozné takovy Sestithelnik sestrojit. Poradite
mu?

'Desetinnnou &ast definujeme predpisem {z} = = — |z|, kde |z] je nejvétsi celé &islo nepfevysujici x.
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Reseni. Dokézeme, 7e to je mozné pro v8echna n > 10. VSechna mozné n rozdélime do Sesti
skupin podle toho,jaky davaji zbytek po déleni Sesti. Schémata rozloZeni jsou nakreslena
na nasledujicim obréazku:

6k, k> 2 6k+3,k>1
N / N s
N/ N/
X X
/N /N
/ N s/ N
___/ ___/
s/ v/
k-1 k
6k+1,k>2 6k+4,k>1
\ 7/ \ 7/
N/ N/
X X
/N VAN
/ \ s/ \
___/ ___/
s/ s/
k-1
k
6k +2,k>1 6k +5,k>1
- - - - = — 7
\ s/ N /
N/ N/
X X
/N /N
/s \ /s N
___/ ___/_'
4 s
- — L o —
k k

Uloha 5.6. Hned vedle gestitthelnikii byly vystaveny étyithelniky. Jeden z nich mél tthlopticky
dlouhé 6 a 8 palci. Dokézali byste urcit, jakou nejmensi délku mohla mit jeho nejdelsi
strana?

ReSeni. Prisetik uhlopiicek oznacme P. Jeden z uhli APB, BPC je alespoii roven 90°,
predpokladejme, Ze je to APB. Kosinus takového dhlu je nekladny, z kosinové véty pak
plyne |AB|? > |AP|? + |BP|?, analogicky |CD|? > |CP|? + |DP|?. Se¢tenim nerovnosti

|AB|? + |CD|? > |AP|? + |CP|* + |BP|? + |DP|? =
1
= 5[(|AP\ +[CP|)* + (JAP| - |CP|)* + (|BP| + |DP|)* + (|lBP| — |DP|)?]

Protoze druhé mocniny ¢isel (|[AP|—|CP|) a (|]BP|— |DP]) jsou nezédporné a |AP|+ |CP)|
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a |BP| + |DP]| jsou delky uhlopficek, mame
1
[AB® +|CDP? > (8% +6%) = 50,

vétsi z druhych mocnin na levé strané je alespon 25, jedna strana &tyiihelnika je proto
alespon 5 palcii. Aby nastala rovnost, musi platit |AP| — |CP| = |BP|— |DP| = 0, navic
musi nastat i rovnost v odhadu z kosinové véty a thlopficky na sebe musi byt kolmé.
Miniméalni délku nejdelsi strany proto muZe mit pouze koso¢tverec (jediny &tyfuhelnik,
v némz jsou uhlopficky kolmé a vzajemné se puli). Pfitom snadno ovéfime, ze slozenim
¢tyT trojuhelnikt o stranach 3,4 a 5 palcti odvésnami k sobé ziskdvame kosoctverec, ktery
vyhovuje zadani a ma vSechny strany pét palci dlouhé.

Uloha 5.7. Nouma s Koumou se v oddélen{ prirozenych &isel jests chvili zdrzeli. Soucést
vystavy totiz byl i jeden rekordman. Nejvétsi prirozené ¢islo takové, Ze 7Zadna jeho cast
(tj. zadné &islo tvofené po sobé jdoucimi ciframi ptivodniho ¢isla) nema ciferny soucin
roven treti mocniné celého ¢isla. Jak dlouhé je takové &islo?

Reseni. Pro usnadnénipopisu zavedme nésledujici znaeni: je-li p prvoéislo a n pfirozené
¢islo, pak v,(n) znadi nejvyssi prirozené k takove, ze p¥|n. Dale si oznadime N pocet cifer
onoho rekordniho ¢isla a a1, ae, ..., ay jeho cifry v poradi zleva doprava pri bézném zapisu.

Ted k samotnému Feeni. Ciferny soudin miize mit v rozkladu jen prvodisla 2,3,5,7.
Polozime d; = va(ai-ag-- - --a;) mod 3 t; = vz(aj-az-----a;) mod 3 p; = vs(aj-az-- - --a;) mod 3
si=wr(ay-ag----- a;) mod 3

Cisla d;, ti, pi, s; nabyvaji hodnot od 0 do 2, proto existuje pouze 3* = 81 riiznych
moznych &tvefic (d;, ti, pi, s;). Pokud by néktera z téchto &tvefic byla rovna (0,0,0,0),
znamenalo by to, Ze soucin prvnich ¢ cifer obsahuje dvojku, trojku, pétku i sedmicku v
mocniné délitelné tfemi; protoze neobsahuje Zadnd jina prvodisla, je roven tfeti mocning,
coz je ale v rozporu s definici rekordnfho &fsla. Podobné kdyby se néktera ze zbylych
¢tvefic vyskytla dvakréat, a to na pozicich 7 a j, byl by soucin cifer a;y1ai42...a; roven
tfeti mocniné (staci si uvédomit, ze kdyz je dvojka na prvnich j pozicich 3v + dj-krat a na
prvnich ¢ pozicich 3u+ dj-krat, je na pozicich i+ 1 az j 3v+d; — (3u+d;) = 3(v —u)-krat;
stejné tak s ostatnimi prvocisly). Aby se zadné ¢tvefice nezopakovala, musi byt N < 80.

Nyni ukazme, Ze ¢islo délky 80 s danou vlastnosti umime sestrojit. Budeme postupné
budovat &isla vyuzivajici pouze omezené mnoziny cifer, kterd neobsahuji ¢ast s cifernym
sou¢inem rovnym t¥eti mocniné. Nejprve zkusme takové ¢&islo vytvofit pouze z dvojek.
Ziejmé nejdeldim vyhovujicim je 22. Nyni vytvofme takové &islo z dvojek a trojek. K tomu
vezmeme tii kopie pfedchoziho ¢&isla a oddélime je trojkami: 22322322. Pokud by néjaka
Cast meéla byt t¥eti mocninou, nemize obsahovat trojku (pak by musela obsahovat trojky
alespon t¥i, coz nelze). Takova ¢ast by tedy musela bytcasti ¢isla 22, coz také nelze. Proto
nase ¢islo vyhovi. Nyni pfidame pétky. Opét vezmeme tii kopie ¢isla z pfedchoziho kroku
a oddélime je pétkami: 22322322522322322522322322. Pokud by néjaka ¢ast tohoto ¢isla
méla byt t¥eti mocninou, nemize obsahovat pétku (jsou opét jen dvé),nemuze byt ani ¢asti
isla 22322322 (viz minuly krok). V poslednim kroku pfidame sedmicky stejnym zpiisobem
— ani tentokrat se nestane, Ze by ¢asti vysledného ¢isla byla tFet{ mocnina.

Nejdel3i ¢islo s popsanou vlastnosti mé 80 cifer, piikladem takového &isla je
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22322322522322322522322322722322322522322322522322322722322322522322322522322322.
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