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Úloha 5.1. V Hloup¥tín¥ otev°eli nové muzeum, coº si Mat¥j s Lib¥nkou nemohli nechat
ujít. Zastavili se uº u první vitríny, v níº byly vystaveny v²echny nerostoucí posloupnosti
p°irozených £ísel. Na první pohled bylo z°ejmé, ºe jich tam je nekone£n¥ mnoho, ale d¥ti
velmi zajímalo, zda jich je spo£etn¥. Dokázali byste jim poradit?

�e²ení. Zkusme se zamyslet nad tím, jak takovou nerostoucí posloupnost £ísel a1, a2, . . .
efektivn¥ zapsat. Nerostoucí posloupnost jist¥ nikdy nep°eroste sv·j první prvek � mnoºina
prvk· obsaºených v posloupnosti je proto kone£ná. Navíc pokud víme, kolikrát se které £íslo
v posloupnosti vyskytuje, známe jiº celou posloupnost � £ísla lze do nerostoucí posloup-
nosti se°adit jediným moºným zp·sobem. Nerostoucí posloupnost tedy umíme zapsat jako
mnoºinu dvojic (£íslo, po£et výskyt·), kde po£et výskyt· je bu¤ p°irozené £íslo, nebo
nekone£no � nejmen²í prvek se vºdy vyskytne nekone£n¥krát. Dvojice tvaru (p°irozené
£íslo, p°irozené £íslo nebo nekone£no) si m·ºeme o£íslovat p°irozenými £ísly metodou pop-
sanou v pomocném textu. Kaºdou nerostoucí posloupnost p°irozených £ísel tak umíme
zapsat nejen jako mnoºinu dvojic, ale také jako mnoºinu p°irozených £ísel. A takových
mnoºin je, jak víme z pomocného textu, spo£etn¥ mnoho. Proto je spo£etn¥ mnohoi neros-
toucích posloupností p°irozených £ísel.

Úloha 5.2. �ouma s Koumou také nemohli u otev°ení muzea chyb¥t. Narozdíl od Klevrových
je ale víc zaujala výstava logaritm·. Koumu nejvíc uchvátil log2 3, �oumu zase log3 4. A
kluky by te¤ zajímalo, jestli je sou£et jejich £ísel racionální. Dokáºete jim poradit?

�e²ení. Budeme sporem dokazovat, ºe sou£et racionální není. P°edpokládejme tedy, ºe
racionální je. Jeho hodnotu ozna£me q. Platí pak log2 3 + log3 4 = q, sou£asn¥ platí

log2 3 · log3 4 = log2 3 ·
log2 4

log2 3
= log2 4 = 2.

Dle Viètových vztah· jsou tak £ísla log2 3 a log3 4 ko°eny polynomu x2 − qx + 2; zap°ed-
pokladu, ºe q je racionální, proto jde o algebraická £ísla. Jak jsme ale ukázali v pomocném
textu, log3 4 algebraickým £íslem není, £ímº dostáváme spor s p°edpokladem. Sou£et t¥chto
dvou logaritm· je proto iracionální.

Úloha 5.3. Mezitím Mat¥j s Lib¥nkou do²li k dal²ímu exponátu. Byla to sbírka kosin·.
Krom¥ t¥ch známých, jako je cos π6 tam byl i jeden, který se Mat¥jovi obzvlá²t¥ líbil. Byl to
cos

(
π

22012

)
. Chvíli si jej prohlíºel a pak se oto£il k Lib¥nce: �Schváln¥, um¥la bys dokázat,

ºe to je algebraické £íslo?�

�e²ení. Jedno z moºných °e²ení vyuºívá matematickou indukci � budeme dokazovat, ºe
cos

(
π
2n

)
je algebraické £íslo pro v²echna p°irozená n. Protoºe cos π2 = 0 je algebraické
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£íslo, máme první krok indukce úsp¥²n¥ za sebou. Nyní p°edpokládejme, ºe tvrzení platí
pro n = k,tedy ºe máme polynom P , jehoº ko°enem je cos

(
π
2k

)
, a dokaºme, ºe najdeme

polynom Q s ko°enem cos
(

π
2k+1

)
. Vzpomeneme si na goniometrický vzorec

cos(2α) = 2 cos2(α)− 1 (5.1)

a poloºíme Q(x) = P (2x2 − 1). Po dosazení x = cos
(

π
2k+1

)
nabude argument P hodnotu

cos
(
π
2k

)
(to plyne p°ímo z 5.1), hodnota polynomu Q pro takové x bude proto nulová, coº

jsme cht¥li dokázat. Indukcí jsme dokázali, ºe v²echna £ísla tvaru cos
(
π
2n

)
jsou algebraická

a proto je algebraické i zadané £íslo.
Druhý postup nevyuºívá indukci, ale neobejde se bez pokro£ilej²ch poznatk· o kom-

plexních £íslech. Dle Moivreovy v¥ty jsou komplexní £ísla z1 = cos
(

π
22012

)
+ i sin

(
π

22012

)
a

z2 = cos
(

π
22012

)
− i sin

(
π

22012

)
ko°eny polynomu x2

2012 − 1. De�nici algebraických £ísel lze
roz²í°it i na komplexní £ísla (komplexní £íslo je algebraické, pokud je ko°enem polynomu s
reálnými racionálními koe�cienty). Nyní vyuºijeme dv¥ pomocná tvrzení:

• Racionální násobek algebraického £ísla je algebraické £íslo (snadno rozmyslíte sami).

• Sou£et algebraických £ísel α, β je algebraické £íslo. Zde je d·kaz sloºit¥j²í. Je pot°eba
uváºit posloupnost mocnin (α + β)1, (α + β)2, . . .. Pokud je α ko°enem polynomu
stupn¥ a a β polynomu stupn¥ b, lze v kaºdý z výraz· v posloupnosti psát ve tvaru
sou£tu kαsβt, kde k je racionální a s, t jsou p°irozená £ísla po °ad¥ men²í neº a, b.
Tento sou£et obsahuje nejvý²e (a + 1)(b + 1) £len·, proto kdyº napí²eme více neº
(a + 1)(b + 1) £len· posloupnosti, jeden z nich bude moºné vyjád°it jako lineární
kombinaci s racionálními koe�cienty £len· p°edchozích (to plyne z vlastností soustav
lineárních rovnic). Proto lze pro n¥jaké u psát (α+β)u jako lineární kombinaci niº²ích
mocnin α + β, jinými slovy α + β je ko°enem polynomu stupn¥ u s racionálními
koe�cienty, coº jsme cht¥li dokázat.

Máme tedy algebraická £ísla z1, z2 a vyuºitím uvedených tvrzení dostáváme, ºe jsou alge-
braická i z1 + z2 a z1+z2

2 . Protoºe z1+z2
2 je ale na²e £íslo ze zadání, jsme tímto hotovi.

Úloha 5.4. �ouma s Koumou do²li do odd¥lení p°irozených £ísel. Na²li tam jedno opravdu
dlouhé £íslo T � bylo zapsáno v desítkové soustav¥, m¥lo ciferný sou£et 2011 a kon£ilo
£ty°£íslím 2012. Kouma hned za£al �oumu po²´uchovat: �Schváln¥, jestli dokáºe², ºe exis-
tuje mocnina T k taková, ºe v p¥tkové soustav¥ za£íná na 2011 a ve trojkové na 2012.�

�e²ení. Zadání je trochu p°eletopo£tované � z informací o ciferném sou£tu a posledním
£ty°£íslí si odvodíme, ºe T není mocninou 3 ani 5, coº nám sta£í. Tvrzení, ºe £íslo T k v
trojkové soustav¥ za£íná na 2012 lze s vyzapsat jako

∃a ∈ N : 59 · 3a ≤ T k < 60 · 3a,

po zlogaritmování
∃a ∈ N : log3 59 + a ≤ k log3 T < log3 60 + a.
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Takové a jist¥ najdeme, pokud bude {k log3 T} ∈ 〈{log3 59}, {log3 60}), kde {x} zde zna£í
desetinnou £ást x 1. Podmínka s po£áte£ními ciframi v p¥tkové soustav¥ se analogicky
redukuje na poºadavek, aby bylo {k log5 T} ∈ 〈{log5 256}, {log5 257}). P°edstavíme si tedy
kartézský sou£in interval· 〈0, 1) × 〈0, 1) jako £tverec o stran¥ 1 a budeme sledovat, které
jeho body odpovídají dvojicím B(k) = ({k log3 T}, {k log5 T}). Konkrétn¥ chceme ukázat,
ºe n¥jaký z nich padne do obdélníka o rozm¥rech log3 60 − log3 59 a log5 257 − log5 256.
Nejprve si musíme uv¥domit, ºe kdyby dva body B(k) a B(l) splynuly, muselo by být
k log3 T − l log3 T = (k − l) log3 T celé £íslo, coº ale nen moºné, protoºe T není mocnina 3
a log3 T i (k − l) log3 T jsou proto iracionální. Kdyº ná² £tverec rozd¥líme na £tvere£ky o
stran¥ ε (volme nap°. ε rovno desetin¥ krat²í strany obdélníka, který chceme zasáhnout),
padne do jednoho £tvere£ku nekone£n¥ mnoho bod· B(k). Dle p°edchozího tvrzení je
t¥chto nekone£n¥ mnoho bod· r·zných, m·ºeme tedy vzít dva: B(k1) a B(k2). Protoºe
se desetinná £ást chová hezky vzhledem ke s£ítání (platí {x+ y} = {{x}+ {y}}), víme, ºe
zm¥nou k o k2− k1 se zm¥ní B(k) v obou sou°adnicích nejvý²e o ε (p°ípadn¥ jsou li blízké
hranici £tverce, �sko£í� na prot¥j²í stranu).

Nyní pro v²echna reálná £ísla x poloºme C(x) = ({x{(k2 − k1) log3 T}}, {x{(k2 −
k1) log5 T}}). Mnoºina v²ech bod· C(x) je tvo°ena úse£kami � postupným zv¥t²ováním x se
ob¥ sou°adnice C(x)m¥ní lineárn¥ do doby, neº jedna z nich nabude hodnotu blízkou jedné;
pak se tato sou°adnice vynuluje a ob¥ sou°adnice pokra£ují v lineárním r·stu. V²imn¥me
si, ºe kdyº za x dosadíme celé £íslo t, dostaneme bod C(t) = B(t(k2 − k1)), nebo´ {ty} =
{tbyc+t{y}} = {t{y}} pro v²echna celá y. Ve sm¥ru t¥chto úse£ek se tedy umíme pohybovat
o vzdálenost men²í neº

√
2ε (v kaºdé sou°adnici nejvý²e ε). Pr·se£íky t¥chto úse£ek s levou

hranou £tverce jsou body tvaru (0, {r{(k2 − k1) log5 T}}), kde {r{(k2 − k1) log3 T}} = 0,
neboli pro n¥jaké p°irozené p r{(k2−k1) log3 T} = p, r = p

{log3 T (k2−k1)}
. Takové body mají

y-ovou sou°adnici {pζ}, kde

ζ =
{(k2 − k1) log5 T}
{(k2 − k1) log3 T}

.

. �íslo ζ je £íslem tvaru A log5 T−B
C log3 T−D

pro n¥jaká p°irozená A,B,C,D, coº je £íslo iracionální.
Protoºe je £íslo ζ iracionální, pr·se£íky úse£ek s levou stranou £tverce tvo°í hustou mnoºinu.
Na kaºdé z úse£ek del²ích neº

√
2ε leºí alespo¬ jeden bod B(k).

Obdélníkem, který se snaºíme zasáhnout pro vhodn¥ zvolené jist¥ alespo¬ jedna taková
úse£ka prochází, na této jsou n¥jaké body B(k) ve vzdálenosti men²í neº

√
2ε, jeden z nich

leºí uvnit° obdélníka a d·kaz je kone£n¥ hotov.

Úloha 5.5. Do muzea se p°i²el podívat i Henry. Jako zaslouºilého geometra ho nejvíce
zaujaly mnohoúhelníky. Hloup¥tín se py²nil sbírkou konvexních ²estiúhelník·, z nichº kaºdý
byl sloºen ze shodných pravoúhlých rovnoramenných trojúhelník·. Henryho hned zajímalo,
pro jaké po£ty trojúhelník· v¥t²í neº 10 je moºné takový ²estiúhelník sestrojit. Poradíte
mu?

1Desetinnnou £ást de�nujeme p°edpisem {x} = x− bxc, kde bxc je nejv¥t²í celé £íslo nep°evy²ující x.
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�e²ení. Dokáºeme, ºe to je moºné pro v²echna n > 10. V²echna moºná n rozd¥líme do ²esti
skupin podle toho,jaký dávají zbytek po d¥lení ²esti. Schémata rozloºení jsou nakreslena
na následujícím obrázku:

Úloha 5.6. Hned vedle ²estiúhelník· byly vystaveny £ty°úhelníky. Jeden z nich m¥l úhlop°í£ky
dlouhé 6 a 8 palc·. Dokázali byste ur£it, jakou nejmen²í délku mohla mít jeho nejdel²í
strana?

�e²ení. Pr·se£ík úhlop°í£ek ozna£me P . Jeden z úhl· APB, BPC je alespo¬ roven 90◦,
p°edpokládejme, ºe je to APB. Kosinus takového úhlu je nekladný, z kosinové v¥ty pak
plyne |AB|2 ≥ |AP |2 + |BP |2, analogicky |CD|2 ≥ |CP |2 + |DP |2. Se£tením nerovností

|AB|2 + |CD|2 ≥ |AP |2 + |CP |2 + |BP |2 + |DP |2 =

=
1

2
[(|AP |+ |CP |)2 + (|AP | − |CP |)2 + (|BP |+ |DP |)2 + (|BP | − |DP |)2]

Protoºe druhé mocniny £ísel (|AP |− |CP |) a (|BP |− |DP |) jsou nezáporné a |AP |+ |CP |
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a |BP |+ |DP | jsou délky úhlop°í£ek, máme

|AB|2 + |CD|2 ≥ 1

2
(82 + 62) = 50,

v¥t²í z druhých mocnin na levé stran¥ je alespo¬ 25, jedna strana £ty°úhelníka je proto
alespo¬ 5 palc·. Aby nastala rovnost, musí platit |AP | − |CP | = |BP | − |DP | = 0, navíc
musí nastat i rovnost v odhadu z kosinové v¥ty a úhlop°í£ky na sebe musí být kolmé.
Minimální délku nejdel²í strany proto m·ºe mít pouze koso£tverec (jediný £ty°úhelník,
v n¥mº jsou úhlop°í£ky kolmé a vzájemn¥ se p·lí). P°itom snadno ov¥°íme, ºe sloºením
£ty° trojúhelník· o stranách 3,4 a 5 palc· odv¥snami k sob¥ získáváme koso£tverec, který
vyhovuje zadání a má v²echny strany p¥t palc· dlouhé.

Úloha 5.7. �ouma s Koumou se v odd¥lení p°irozených £ísel je²t¥ chvíli zdrºeli. Sou£ástí
výstavy totiº byl i jeden rekordman. Nejv¥t²í p°irozené £íslo takové, ºe ºádná jeho £ást
(tj. ºádné £íslo tvo°ené po sob¥ jdoucími ciframi p·vodního £ísla) nemá ciferný sou£in
roven t°etí mocnin¥ celého £ísla. Jak dlouhé je takové £íslo?

�e²ení. Pro usnadn¥nípopisu zave¤me následující zna£ení: je-li p prvo£íslo a n p°irozené
£íslo, pak vp(n) zna£í nejvy²²í p°irozené k takové, ºe pk|n. Dále si ozna£íme N po£et cifer
onoho rekordního £ísla a a1, a2, . . . , aN jeho cifry v po°adí zleva doprava p°i b¥ºném zápisu.

Te¤ k samotnému °e²ení. Ciferný sou£in m·ºe mít v rozkladu jen prvo£ísla 2,3,5,7.
Poloºíme di = v2(a1·a2·· · ··ai)mod 3 ti = v3(a1·a2·· · ··ai)mod 3 pi = v5(a1·a2·· · ··ai)mod 3
si = v7(a1 · a2 · · · · · ai)mod 3

�ísla di, ti, pi, si nabývají hodnot od 0 do 2, proto existuje pouze 34 = 81 r·zných
moºných £tve°ic (di, ti, pi, si). Pokud by n¥která z t¥chto £tve°ic byla rovna (0, 0, 0, 0),
znamenalo by to, ºe sou£in prvních i cifer obsahuje dvojku, trojku, p¥tku i sedmi£ku v
mocnin¥ d¥litelné t°emi; protoºe neobsahuje ºádná jiná prvo£ísla, je roven t°etí mocnin¥,
coº je ale v rozporu s de�nicí rekordního £ísla. Podobn¥ kdyby se n¥která ze zbylých
£tve°ic vyskytla dvakrát, a to na pozicích i a j, byl by sou£in cifer ai+1ai+2 . . . aj roven
t°etí mocnin¥ (sta£í si uv¥domit, ºe kdyº je dvojka na prvních j pozicích 3v+ dj-krát a na
prvních i pozicích 3u+dj-krát, je na pozicích i+1 aº j 3v+dj− (3u+dj) = 3(v−u)-krát;
stejn¥ tak s ostatními prvo£ísly). Aby se ºádná £tve°ice nezopakovala, musí být N ≤ 80.

Nyní ukaºme, ºe £íslo délky 80 s danou vlastností umíme sestrojit. Budeme postupn¥
budovat £ísla vyuºívající pouze omezené mnoºiny cifer, která neobsahují £ást s ciferným
sou£inem rovným t°etí mocnin¥. Nejprve zkusme takové £íslo vytvo°it pouze z dvojek.
Z°ejm¥ nejdel²ím vyhovujícím je 22. Nyní vytvo°me takové £íslo z dvojek a trojek. K tomu
vezmeme t°i kopie p°edchozího £ísla a odd¥líme je trojkami: 22322322. Pokud by n¥jaká
£ást m¥la být t°etí mocninou, nem·ºe obsahovat trojku (pak by musela obsahovat trojky
alespo¬ t°i, coº nelze). Taková £ást by tedy musela být£ástí £ísla 22, coº také nelze. Proto
na²e £íslo vyhoví. Nyní p°idáme p¥tky. Op¥t vezmeme t°i kopie £ísla z p°edchozího kroku
a odd¥líme je p¥tkami: 22322322522322322522322322. Pokud by n¥jaká £ást tohoto £ísla
m¥la být t°etí mocninou, nem·ºe obsahovat p¥tku (jsou op¥t jen dv¥),nem·ºe být ani £ástí
£ísla 22322322 (viz minulý krok). V posledním kroku p°idáme sedmi£ky stejným zp·sobem
� ani tentokrát se nestane, ºe by £ástí výsledného £ísla byla t°etí mocnina.

Nejdel²í £íslo s popsanou vlastností má 80 cifer, p°íkladem takového £ísla je
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22322322522322322522322322722322322522322322522322322722322322522322322522322322.
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