XVII. ro¢nik BRKOS 2010/2011

Reseni 4. série

KRUHOVA INVERZE

P1i TeSeni kazdé z prvnich ¢tyr tloh se vyuZije pravé jedna kruhové inverze. Pro
zkraceni zapisu zavedeme konvenci, Ze obraz atvaru (bodu, pfimky, kruznice) U v této
inverzi budeme znacit U’.

Uloha 4.1.

Matéj s Libénkou si venku uZivali zimni radovdnky a najednou je napadl ten samy ndpad.
Kazdy z nich zacal vyslapdavat kruznici, protoZe se ale nedomluvili, tak se jejich kruznice protly
ve dvou bodech, oznacme je A, B. JelikoZ se jim obrdzek zddl nedokonaly, tak se rozhodli, Ze
kazdyj vyslape jesté jednu kruznici, tak aby tyto kruznice mély vnéjsi dotyk s jiZ vysSlapangmi
kruznicemi. Body, ve kterjch se druhd Libénkou vyslapand kruznice dotykala téch prunich dvou
oznacme C, E. Dotyky Maté&jovy druhé kruznice s pivodnimi dvémi oznacme D, F. Pomohli
byste nyni Matéjovi a Libénce dokdzat, Ze kruznice opsand trojuhelniku ACE md jediny spolecnij
bod s kruznici opsanou trojuhelniku ADE?

Reseni.

Zvolime jednotkovou kruznici se stifedem A a vSechny objekty uvedené v zadani
podle ni invertujeme. Z ptuvodné vy$lapanych kruznic se stanou primky E'F’ a C'D’.
Z nové vyslapanych kruznic (ozna¢me je k, 1) se stanou kruznice k', I’; jedna z nich se
dotyka pifmek v bodech C’, E’, druh& v bodech D', F’. KruZnice opsané trojuhelnikiim
ACE ana ADF se zobrazi na piimky C'E" a D'F".

Kruznice k',1' maji spoletné tecny E'F’ a C'D’. Priise¢ik téchto tecen je stfedem
stejnolehlosti, ktera zobrazi k na [. Spojnici dotykovych bodit C'E’ tato stejnolehlost
zobrazi na spojnici D'F’. ProtoZe obraz piimky je rovnob&zny se vzorem, jsou piimky
C'E’ a D' F' rovnobézné. Pokud by se kruznice opsané trojuhelnikim ACE a ADF mély
spoleény bod riizny od A, obraz tohoto spole¢ného bodu by byl priseéikem piimek C’E’
a D'F’, coZ je spor s vyse dokdzanou rovnobéznosti.

KruZnice opsané trojihelnikim ACFE a ADF se proto protinaji pouze v bodé A.

Uloha 4.2.

Henry je pozoroval z okna, jak si hraji, ale za chvili si okno zamlzil a uZ na né nevidel.
Rozhodl se proto jej ocistit, ale nebyl by to Henry, kdyby si to necistil néjak systematicky.
Nejprve si tedy vykreslil do zamlZeného okna kruznici l. Poté okolo mi nakreslil kruznici k
tak, aby mela s kruznici | jeden spolecny bod A. Pak se rozhodl vytvofit tecnu ke kruznici |
prochdzejici zvolenym bodem B na kruznici l. Tato tec¢na mu protla kruznici k v bodech F,
D. Ddle si oznacil C stied toho oblouku DE kruzZnice k, ktery neobsahuje bod A. Pak zacal
piremyslet, zda body A, B,C leZi na jedné pfimce. NeZ to vak stihl dokdzat, sklo se odmlZilo.
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Reseni.

Protoze je bod C' stfedem oblouku DFE, jsou obvodové tthly FAC a C AD oba rovny
poloviné obvodového thlu FAD. Abychom dokazali zadané tvrzeni, sta¢i nam dokazat,
7e i oba thly EAB a BAD jsou rovny poloviné EAD — k tomu staci ukéizat, Ze jsou
shodné.

Celou konstrukci zobrazime v inverzi, ve které jsou ramena téchto tthli samodruzna.
Takova inverze musi mit stfed A, za polomér lze zvolit napf¥. jednicku. Kruznice k a [
maji jediny spoleény bod A, jejich obrazem v této inverzi budou rovnobézky k', 1.
Obrazem tec¢ny t, kterou Henry kreslil na okno, je kruZnice t', jeji stfed ozna¢me S.
Tato kruZnice se s pffimkou k' protina v bodech D', E’, piimky I’ se dotyka v bodé B’.
Piimky &’ a I’ jsou kolmé na SB’, jsou proto samodruzné v osové soumérnosti podle
této primky. Stejné tak je v ni samodruzna kruznice t/, &tyithelnik SE'D'B’ je osové
soumérny, stfedové uhly E'SB’, B'SD’ jsou shodné, obvodové uhly E'AB’, B'AD’ takeé.
Ty jsou ale po fadé shodné s thly EAB a BAD, ¢imz jsme dokazali pozadované.

Uloha 4.3.

V zimnd ¢as byla uw Matéje a Libénky na ndvstévée babicka. Byla zrovna v kuchyni a vykra-
jovala pernicky, kdyZ se oteviely dvere a obé déti vbéhly do kuchyné jako velkd voda a hned, Ze
chtéji taky vykrajovat. Libénka zacla a vykrojila do tésta kruznici k. Matéj navdzal a vyrizl do
tésta kruznici l (oznacme prisecdiky téchto dvou kruznic A, C). Matéjovi s Libénkou to pofdd
nestacilo a jesté vykrojili v obrdzku dvé primky. Jedna byla tecna ke kruznici k o kruznici l
protinala v bodech A a D. Druhd byla tecna ke kruznicil a kruznici k protinala v bodech A a B.
Deéti hned napadlo, jestli plati |AB|-|CD| = |AC| - |AD|, ale nez to stihli dokdzat, uZ jim brala
tésto z pod rukou babicka a ddvala ho, nechdpajic, co to vytvorili, na plech. Stihnete to dokdzat
diiv nez déti?

Reseni.

Asi nejkratsi feSeni{ této tlohy vyuziva vlastnosti tsekovych dhli a z nich plynouci
podobnosti trojuhelnika ABC' a DAC. My bychom ale radi predvedli feSeni postavené
na kruhové inverzi.

Stfedem kruhové inverze bude stejné jako v minulych tlohach bod A a polomér
miuZeme opét zvolit jednotkovy. Piimka AD se zobrazi sama na sebe. KruZznice £ mé
s pfimkou AD jediny spoleény bod A, jejim obrazem je proto rovnobézka s piimkou
AD. Stejné tak pifmka I’ je rovnobézné s primkou AD. Ctyithelnik AB'C'D’ je proto

rovnobéznikem a plati |[AB’| = |C"D’|, po dosazeni ze vzorce pro vzdalenost mezi obrazy
o . . 1 _ _|CD] ~ . NP

bodi (viz pomocny text) dostaneme [AB] = TACT[AD]> CO% PO tpravé dava dokazovanou

rovnost.

Uloha 4.4.

A to uz déti volal Henry do pokoje, at se jdou podivat na novou hru, kterou jim koupil. Tato
hra méla velmi zvldstni herni plan. Vypadalo to jako podivng geometricky obrazec sestrojeny ze
dvou kruznic k, | protinajicich se v bodech A, D. Ddle byla na plinku spolecnd tecna téchto
kruznic, kterd byla bliZ k bodu A a dotykala se kruznice k v bodé E a kruznice | v bodé F. Pak
tu byla také rovnobézka s touto tecnou vedend bodem D, kterd protinala kruznici k v bodé C a
kruznici l v bodé B (oba body jsou rizné od bodu D). A jesté tu byly dvé kruznice, jedna opsand
trojuhelniku CDF o druhd BDE, které se protinaly v bodé P. Cilem hry bylo projit za urcitjch
pravidel po piimce skrz body D, A a P. Ale lezi tyto body vibec na piimce? DokaZte to.
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Reseni.

Aby se nam tloha lépe Fegila, v8echny zadané tutvary invertujeme podle jednotkové
kruznice se stiedem D. Dokazované tvrzeni je pak ekvivalentni tomu, Ze body A’, D,
P’ lezi v pfimce.

V této inverzi se kruZnice k zobrazi na piimku A’C’, kruZnice [ na piimku A’'B’
a pfimka BC na piimku B’C’. Spolecna tec¢na t kruznic k,l se zobrazi na kruznici
', kterd se dotyka primek A’B’ a A’C’ po fadé v bodech F’ a E’. ProtoZe pfimka
BC je rovnobézna s t, maji B'C’' a t' jediny spole¢ny bod, a to D. Kruznice t' je
proto vepsanou kruznici trojuhelnika A’B’C’, dotykové body této kruznice jsou D, E’,
F’. KruZnice opsané trojihelnikiim BDE a CDF se zobrazi na piimky B'E’, C'F’,
bod P’ je proto prusecikem téchto primek. Chceme ukézat, ze P’ lezi na A'D’, tedy Ze
spojnice vrcholi trojihelnika s dotykovymi body vepsané kuznice na protéjsich stranéch

se protinaji v jednom bodé.
‘A/F/HB/D/HC/E/‘

K tomuto dikazu vyuzijeme Cevovu vétu. Checeme dokézat, ze [FFCDAE| = 1.
Z mocnosti bodu A’, B',C" k vepsané kruznici mame |A'E’| = |A'F'|, |B'F'| = |B'D’|
a |C'D'| = |C'E'|, po dosazeni z téchto rovnosti vidime, Ze je rovnost v Cevové vété

splnéna. Tyto tii pfimky se proto protinaji v jednom bodé !, &imz jsme hotovi.

Uloha 4.5.
Ani Kouma s Noumou v tenhle zimni cas nezahdleli a trénovali své matematické mozky.
Tentokrdt prisel Kouma za Noumou se soustavou rovnic
Pyt rz—ax=2
vy +yz—y =4
Prrztyz—2==6
a slibil mu, Ze pokud najde vsechna Teseni této soustavy v oboru redinych cisel, dd mu ofiskovou
cokolddu. A Nouma md oFiskovou cokolddu zatracené rad. A co vy? A uméli byste to vyresit?
Reseni.
Ozna¢me x + y + z = s. Pak lze soustavu psat ve tvaru

rs—x =2
ys—y=4
28—2=206

Sectenim rovnic (z 4+ y + 2)s — (x +y + 2) = 12, tedy s> — s = 12. ReSenim této
kvadratické rovnice dostavame s = 4 nebo s = —3. Soustavu je dale mozné upravit do
% (pro obé& uvazované s $lo o korektni upravu, nebot
jsme nedélili nulou). Dosazenim za s pak ziskdme obé& FeSeni soustavy: x = %, Yy = %,
z=2ax= f%, y=-1,2z= f%. Zkouskou ovéiime, Ze obé feSeni vyhovi.

- 2 = 4 —
tvarur = 5,y = =3, # =

!Tento bod se v literatufe oznac¢uje jako Gregonniiv bod trojuhelnika A’B’C’
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Uloha 4.6.

Za Hloupétinem stoji 20 pamdtngch stromi. Hloupétinsti radni se je rozhodli zpiistupnit
verejnosti, a tak mezi nimi postavili sit cyklostezek. Cyklostezka vidy zacinala i koncila u né-
kterého ze stromi a nevedla kolem Zddného dalstho stromu. Mezi kaZdymi dvéma stromy vedla
nejvyse jedna cyklostezka. ProtoZe radni nebyli Zddni hlupdci, navrhli cyklostezky chytre. Aby se
cyklisté nesrdzeli, nechali radni vybudovat mimotroviiovd kvizeni vSude tam, kde se cyklostezky
krizily (moznost dostat se z jedné cyklostezky na druhou tak byla pouze u stromi). A aby cyklisté
nebloudili v kruzich, zavedli radni na cyklostezkdch prikdzany smér jizdy tak, Ze se jezdec nikdy
nemohl vrdtit ke stromu, u kterého uz byl.

Nejpamditnéjsi z pamdtngch stromi se nazyjvaly Dutori a Kvivoni. Mohli radni navrhnout
stezky tak, aby se cyklista dodrzugici prikdzany smér jizdy mohl po cyklostezkdch dostat od Du-
toné ke Kvivoni pravé 2011 riznymi cestami?

Plng pocet bodi dostanete, pokud sprdvné a uplné zdivodnite, zda se jim to mohlo povést.
Bonusovy pulbod nemine ty, kteri navic zjisti, pro jakd n by to bylo mozné, kdyby stromu nebylo
20 ale n a ostatni podminky zistaly splnény.

Reseni.

Pustme se rovnou do feSeni slozit&jsi ¢asti ulohy, a to hledani minimélniho poctu
stromu. Nejprve si musime uvédomit, ze pokud dvé cesty prochéazi pres stejnou mnozinu
stromii, pak jsou stejné. Kdyby tomu tak nebylo, existovaly by stromy ¢y, to takové, ze
v jedné cesté je strom t; pfed to a ve druhé naopak — pak by se ale od stromu #; dalo
dojet pres to zpatky k nému, coz je v zadani zakazano. Cest je proto nejvyse tolik, kolik
je mnozin stromt, pies které cesta vede. Takovych mnozin je nejvyse 22, nebot Dutoii
a Kfivoil v mnoziné byt musi a ze zbylych n — 2 prvki lze vytvofit 22 podmnozin.
Musi proto platit 272 > 2011, takze n > 13.

Nyni ukdZeme, Ze nam 13 stromu staci. Ocislujeme je od 1 do 13 tak, Zze Duton
je 1 a Kfivon 13. Nyni postavime cyklostezky mezi kazdymi dvéma stromy tak, aby
stezka vedla od nizstho ¢isla k vys$simu. Ziejmé jsme neporusili podminku, Ze se cyklista
nemize vratit do vychoziho bodu, protoze vime, Ze ¢islo stromu, u kterého se pravé
nachézi, po celou dobu cesty roste. Navic pro jakoukoliv (tedy i prazdnou) podmnozinu
P mnoziny {2,...,12} plati, Ze cyklista miuZze od Dutoné ke K¥ivoni dojet pravé pies
prvky této mnoziny. Moznych cest od Dutoné ke kiivoni je tak 2! = 2048. Nyni chceme
ukézat, Ze jich umime 37 zrusit. Co se stane, kdyz zrusime stezku od stromu ¢ ke stromu
137 Zaniknou vSechny cesty, které vedly od 1 pfes néjakou podmnozinu {2,...,i — 1}
do i a nasledné do 13. Takovych je 2i~!. ZruSenim této stezky klesne pocet cest o 201,
Kdyz tuto operaci provedeme postupné pro i = 1, 3, 6, snizime pocet cest o 1 +4+32 =
37 (zadnou ze zrusenych cest nezapocitavame dvaskrat, nebot odstranujeme vzdy jen
posledni stezku, kterou dfive odstranéné cesty nevyuzivaly), coZ jsme chtéli.

Pocet 2011 cest je proto dosazitelny pro 13 a vice stromi.

Uloha 4.7.

O Vidnocich byly v Hloupétiné trhy a na ndmeésti stdalo n stdnkid oc¢islovangch ¢isly 1 az n se
vSemi moznymi cukrldtky, medovinkami, klobdskami, zimnimi cepickami, brasnamsi, ndusnicems
a se spoustou dalsich véci. ProtoZe jsou hloupétinsti trosku hloupi a meuméli by mezi témito
stdnky projit tak, aby prosli vSechny stanky a pritom Zddny dvakrdt, rozhodli se radni, Ze navidi
piesné poradi, podle kterého se musi tyto stanky projit. Na ndmeésti se seslo n lidi, Ze si chtéji
néco na stancich koupit. Rozejdou se myni v potfadi od prvniho k poslednimu podél stanki.
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Kazdy hloupétinsky md rdd jeden z téchto n obchidki a chystd se v ném nakoupit néco na
Vanoce. Jestlize v jeho“ stanku jesté nikdo nenakoupil, tak nakoupt, je spokojeny a odchdzi
domi. Pokud uz v jeho oblibeném obchidku nékdo pred nim nakoupil, jde k nejblizsimu dalsimu
stdnku, kde jesté mikdo nenakupoval a véc, co tento stdnek proddvd, si zakoupi. Pokud uZ na
Zadny takovy stanek menarazi, uraZené odchdzi a uZ se mevrdti. Cislo oblibeného obchodu i-
tého hloupétinského obéana oznacme a;. Kolik existuje n-tic (ai,...,ay) takovych, Ze kazdy
hloupétinskyj si néco nakoupi?

Reseni.

Dtkaz, ktery zde uvedeme, je sice trikovy, ale velmi pékny. Poprvé byl publikovin
H. O. Pollakem v roce 1974.

Ke stankim pridame stanek n + 1 a dovolime lidem, aby i tento stanek byl jejich
oblibenym. Navic dovolime tém, ktefi si nezvladnou nakoupit béhem jednoho prichodu
naméstim, aby se od stanku n 4 1 vrétili k prvnimu a pokracovali v cesté. Takto si
jisté nakoupi vSichni. Snadno nahlédneme, Ze pokud v tomto novém usporddani nékdo
nakupoval u stanku n + 1, pak by si ve starém nenakoupil viibec a naopak prvni z téch,
kteri by si ve starém systému nic nenakoupil, si nyni nakoupi u stdnku n+ 1. Hledanym
vysledkem je proto pocet n-tic ¢isel od 1 do n + 1 takovych, Ze nikdo nebude v novém
systému nakupovat u stanku n + 1. Pro kazdou n tici existuje pravé jeden stének,
u kterého nikdo nenakoupil. ProtoZe je tloha soumérné, zvétSenim vsech ¢éisel v n-tici
o 1 (n se nahradi jednickou) se volny stanek o jednu pozici posune. Muzeme n-tice
rozdélit do t¥id tak, Ze v kazdé tiidé se n-tice lis{ jen pfic¢tenim konstanty ke vSem
slozkdm. V kazdé takové tfidé je pravé jedna n-tice, pro niz je volny stanek n+ 1. Pocet
v8ech moznych n-tic je (n + 1)", v jedné tfidé je jich vzdy n + 1. Pocet t¥id (a tedy
i pocet vyhovujicich n-tic) je proto (n + 1)"~L.

Ty z vas, ktefi se trochu vyznaji v grafech a n€kdy slyseli o Cayleyho formuli, jisté
prekvapi, Ze je pocet vyhovujicich sekvenci roven poc¢tu stromt na n + 1 oznacenych
vrcholech.
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