XIV. ro¢nik BRKOS 2007/2008

Vzorové reseni

5. série

Uloha 5.1

Jednou navecer zase vypravél Henry svym détem pohédku. Tentokrat o Snéhurce. A to
by nebyl Henry, aby do toho nezamontoval néjaky pékny piiklad... Totiz, kdyz trpaslici
odesli rano do préace, zistala Snéhurka v chaloupce sama. Aby se nenudila, uSila trpaslikim
nové Cepice. Protoze neméla dostatek latky jedné barvy, éepicky pro gtistka, Kychala,
Préfu, Rypala, Brucouna, Stydlina a Smudlu byly dvou barev. KdyZ se trpaslici vratili
dom1, byli nadSenim celi bez sebe. VZdyt ty jejich staré ¢epice uz byly celé odrané. A tak
si trpaslici ¢epice rozebrali a zasedli ke stolu. Ten mél tvar pravidelného sedmithelniku
a zidlicky byly umisténé tak, ze trpaslici sedéli pravé ve vrcholech sedmiiihelniku. No
a hadejte, co dal Henry détem za tkol? Mély dokézat, Ze existuje takovy rovnoramenny
trojuhelnik s vrcholy ve vrcholech stolu, Ze v jeho vrcholech sedi trpaslici s ¢epickou stejné
barvy....

Matéj s Libénkou uz ani nevnimali, jak pohddka pokracovala dale, a pfemysleli, jak
vyfesit Henryho tkol. Zvladli byste to také?

ReSeni:

Predpokladejme, zZe trpaslici sedi kolem stolu nap¥. ve sméru hodinovych
rucicek v tomto pofadi: Brucoun, Kychal, Préfa, Rypal, Stydlin, Smudla
a Stistko. Sednou-li si nahodou jinak, jednoduse je piejmenujeme, jim to jisté
nebude vadit :0) Protoze pocet vrcholu stolu je lichy, musi mit dva sousedni
trpaslici ¢epicku stejné barvy. BUNO nechf jsou to trpaslici Rypal a Stydlin
s cyanovou ¢epickou (predpokladejme, Ze druhé barva ¢epicek je neidentifiko-
vatelna). Ma-li Profa nebo Smudla cyanovou ¢epicku, mame cyanovy rovno-
ramenny trojuhelnik Profa-Rypal-Stydlin, piipadné Rypal—Stydlin—Smudla,
tak7e nechf Profa a Smudla maji ¢epicku neidentifikovatelné barvy. Pak, at je
barva Brucounovy ¢epicky cyanova nebo neidentifikovatelna, je jeden z rovno-
ramennych trojihelniki Bru¢oun-Rypal-Stydlin, Brucoun-Profa-Smudla jed-
nobarevny.

Uloha 5.2

Kdyz Kouma shrnoval snih pied Noumalkovic dometkem, v§iml si, Ze stromy v je-
jich zahradé tvori vrcholy konvexniho ¢tyituhelniku. A tak zacal pobihat s hrabadkem na
snih a "rysovat" s nim do snéhu rizné obrazce. Kdy# ho uvidél Nouma, za¢al se mu hla-
sité posmivat. Kouma ho v8ak zastavil: "Podivej, tady ve snéhu jsem vyznacil konvexni
¢tyithelnik ABCD. Uhlopiicky v tomto ¢tyithelniku jsou na sebe kolmé. Zde jsem vyz-
nacil body M, N, R, S, které jsou postupné stiedy stran AB, BC, CD, AD. Déle zde
méame body W, X, Y, Z, coz jsou paty kolmic vedené z boda M, N, R, S na strany CD,
AD, AB, BC. Tak mi ted posmévacku dokaz, ze vyznacené body M, N, R, S, W, X, Y,
Z lezi na jedné kruznici."

Pomozte Noumovi s touto tlohou.
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Reseni:

MN je stiedni pricka trojuhelniku ABC, tudiz
MN || AC. Podobné dostaneme, ze NR || BD. Pro-
toze AC' L BD, je |[ZMNR| = 90°. Stejnym zpii-
sobem dojdeme k tomu, ze |[ZNRS| = |ZRSM| =
|ZSMN| = 90°, tudiz MNRS je obdélnik, a tedy
body M, N, R a S lezi na jedné kruznici. Navic M R
a N.S jsou pruméry této kruznice. Je-li W # R, plati
|ZMW R| = 90°, takze podle Thaletovy véty bod W
také lezi na této kruznici. Analogicky dostaneme, ze také body X, Y a Z lezi
na této kruznici.

Uloha 5.3

Kdy7 se to Noumovi podaiilo dokézat, §li se s Koumou zah¥at dovnit¥. Chtéli si zahrét
déamu, jenze v tom nepoiradku v Koumové pokojiku se jim nepodafilo najit figurky. A tak
sedéli nad prazdnou Sachovnici, kdyz v tom Noumu napadl zajimavy piiklad. A protoze
se chtél Koumovi pomstit za ten jeho, okamzité mu ho zacal diktovat: "Podivej, Koumo,
rozdélim tuto Sachovnici na p disjunktnich obdelnika (strany téchto obdélniki se mohou
skladat pouze ze stran ¢tverca Sachovnice) tak, Ze v kazdém obdélniku bude stejny pocet
bilych a ¢ernych poli a kazdy obdélnik bude obsahovat rizny pocet poli. Dokize§ nalézt
nejveétsi takové p a pro toto p urcit vechny mozné obsahy obdélnika?"

Kouma se pékné zapotil, nez na to pfiSel. Pokuste se o to takeé.

ReSeni:
Podminka, 7ze v kazdém obdélniku musi byt stejny pocet ¢ernych a bilych
poli, je ekvivalentni s podminkou, Ze pocet poli (¢tverci) v obdélniku musi

byt sudy. Protoze 2+4+6+8+ 10+ 12+ 14+ 16 = 72, je urcité p < 8. Pro
p = 7 dostavame pét moznych rozdéleni podle poctu ¢tverctt v obdélnicich:

244+64+8+10+ 124 22,
2+446+8+10+ 14 + 20,
24+4+6+8+10+ 16+ 18,
2444648 +12+ 14 + 18,
24446410+ 12+ 14 + 16.

Prvni pfipad mizZeme vyloucit, protoze 22 = 2 - 11 nebo 22 = 1 - 22
a obdelnik o strané 11 ani o strané 22 by se do Sachovnice 8 - 8 nevesel. Dalsi
Ctyfi moznosti piipadaji v avahu. Naleznéme pro né tedy rozmisténi, ¢imz
dokazeme existenci:
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Uloha 5.4
Matgj s Libénkou hrali zajimavou hru. Stiidavé dopliiovali koeficienty do soustavy
rovnic s nezndmymi x, y, 2:

ax+biy+cz =0
a2x +boy +caz =0
azx + bsy + cz3z = 0.

Matéj zacinal. V pfipadé, ze nakonec soustava méla néjaké nenulové feSeni, vyhral Maté;.
V opa¢ném piipadé vyhrala Libénka.
Dokazte, ze pro Maté&je existuje vyhravajici strategie, a popiste ji.

ReSeni:

Matéj muze dosdhnout toho, aby soustava méla feSeni x = 0,y = 1,2 =
—1. V prvnim tahu zvoli a; libovolné. Dale bude pokracovat tak, aby pro
i € {1,2,3} bylo b; = ¢;. Dosahne toho jednoduse. Pokud v nékterém tahu
Libénka zvoli néjakou hodnotu pro b;, resp. c;, zvoli nasledné Matéj stejnou
hodnotu pro ¢;, resp. b;, kde i € {1,2,3}. Pokud Libénka zvoli libovolnou
hodnotu pro as, resp. ag, hned po ni zvoli Matéj libovolnou hodnotu pro as,
resp. ao. Je ziejmé, ze Matéj timto postupem dosdhne shodnosti koeficienti
u y a z ve vSech rovnicich, i kdyby se Libénka tfeba postavila na hlavu. Lehce

vvvvv

Uloha 5.5

Kdy7z Henry vidél, jakou zajimavou hru jeho déti hraji, pfisel k nim a pozoroval
je a kibicoval. Matéj s Libénkou ho vsak odehnali se slovy, Ze se mize divat, az jim
na ¢tvereckovaném papife vyznadi tii pruseciky Car, které tvofi vrcholy rovnostranného
trojuhelniku. Henry souhlasil a zacal nad timto pirikladem premyslet.
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Dokazte, ze se Henry jiz k détem nevratil, tedy ze takovéto body na ¢tvereckovaném
papife vyznacit nelze.

ReSeni:

BUNO ptedpokladejme, 7e rozméry ¢tvereckt na papife jsou 1 x 1. Ob-
sah rovnostranného trojthelnika o strané a je roven S = a? - \/75 Protoze
jsou vrcholy trojuhelnika v prisecicich ¢ar na ¢tvereckovaném papire, je diky
Pythagorové vété a? piirozené ¢islo. Tedy obsah tohoto trojthelnika je polovi-
nou soucinu prirozeného a iracionalniho ¢isla. Dokazme, Ze toto ¢islo je ira-
cionalni:

Sta¢i dokazat, ze zadné z &isel n - /3, kde n € N, nenf celé. (Pokud by
pro néjaké ng € N bylo ng- ‘/73 racionalni, bude jisté ¢islo ny -ng- ‘/73, kde nq je
\/75, celé, coZ je spor s tvrzenim, které si ted také sporem
dokézeme.) Necht S je mnozina vSech prirozenych ¢isel n, pro ktera je n - V3
racionalni. Pokud je S neprazdna, bude mit nejmensi prvek k. Uvazujme ¢islo

(v/3—1) - k. Pak
(V3—=1)-k-vV3=3k—k-V3,

a protoze k € S, jsou (v/3 —1) - ki 3k — k- /3 pfirozena ¢sla. Tudiz, podle
definice mnoziny S, (v3—1)-k € S. Ale (v3—1) -k < k, coZ je spor s tim,
7e k je nejmensi prvek mnoziny S.

Na druhou stranu mtzeme rovnostranny trojuhelnik ziskat tak, ze z ob-
delniku s rozméry v oboru ptirozenych cisel odstfihneme trojihelniky s ra-
cionalnim obsahem (za obdélnik vezmeme nejmensi obdelnik se stranami
splyvajicimi s ¢arami na ¢tvereckovaném papifte, ktery jde tomuto trojihel-
niku opsat). Pokud od racionalniho ¢isla ode¢teme nékolik racionalnich ¢isel,
dostaneme racionélni ¢islo, tudiz nas trojahelnik musi mit racionalni obsah.

Tim jsme dosli ke sporu, protoze jednou mé mit trojihelnik racionalni
a podruhé iracionalni obsah.

jmenovatel ¢isla ng -

Uloha 5.6

Henry to samoziejmé po chvili zjistil a sam se smaél, jak détem nalétl na Spek. A tak
jim také vymyslel piiklad. Do tabulky 6 x 5 poli¢ek napsal libovolné vSechna pfirozena
¢isla 1 az 30. Déti mély zjistit, v jakém policku je jaké ¢islo. Na rozmisténi se v8ak mohly
pétkrat zeptat, a to tak, ze zadaly libovolnou mnozinu policek a Henry jim odpovédél,
jaka ¢isla jsou v nich napsana (nikoliv v§ak ve kterém policku je jaké ¢islo). Mat&jovi se
nakonec podafilo pfijit na figl, jak pomoci téchto péti otazek vzdy zrekonstruovat celou
tabulku.

Dokéazali byste to také?

ReSeni:

Mnozina {1,...,5} ma pravé 31 neprazdnych podmnozin. Vezméme 30
z nich a kazdému polic¢ku jednu pfifadme. V prvni otdzce budeme chtit sez-
nam ¢isel, ktera jsou na polickdch s pritazenou podmnozinou obsahujici jed-
nicku. Ve druhé se zeptame na policka s pfifazenou podmnozinou obsahujici
dvojku..., v paté otazce se zeptame na policka s prifazenou podmnozinou
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obsahujici pétku. Z tohoto jiz lehce dovodime, jaka ¢isla jsou v jednotlivych
polich.

Cislo, které jsme obdrzeli pouze pfi prvni otazce a nikdy jindy, bude jisté
v poli¢ku, kterému byla pfifazena mnozina {1}. Obdobné pro {2},... Dale
¢islo, které jsme obdrzeli pravé dvakrat (pfi prvni a druhé otazce), bude jisté
v policku, kterému jsme ptiradili {1,2}. Obdobné vyplnime celou tabulku.
Protoze zadnym dvéma polickim neni prifazena stejnéd mnozina, nebudou se
shodovat vyskyty zadnych dvou ¢isel v odpovédich, takze tabulku skutecné
timto zpusobem piijde zrekonstruovat.

Uloha 5.7

Kdyz rodice Koumy zjistili, jaky ma chlivek ve svém pokoji, okamzité ho zahnali, aby
si uklidil. Kouma chté nechté musel jit. P¥i uklizeni v8ak naSel zajimavou knizku a v ni
tento piiklad: Necht a, b, ¢, d jsou cela ¢isla. Ukazte, Ze rovnice

> +ar+b=y’+cy+d
ma& nekone¢né mnoho celoc¢iselnych feSeni pravé tehdy, kdyz
a? —4b=c* —4d.

Velice rad by se pustil do pocitani, ale musel uklizet.
Zvladli byste vytesit tento priklad?

Resent:
Musime dokézat dvé implikace, za¢néme tou druhou.

o 7 & 7": Pokud a? — 4b = ¢ — 4d, pak ziejmé a? i ¢? jsou bud obé suda,
nebo obé liché ¢sla, tudiz a i ¢ jsou bud obé sudé, nebo obé licha.
c—a

Z toho plyne, ze <% je celé cislo. Déale mé&me libovolné celé ¢islo x

a polozme y = x — 5. Pak v + § =y + 5, takze

<+a>2 a2—4b_< +c>2 C2_4dt'
Ty R g

2 far+b=y*+cy+d

Tudiz dané rovnice méa nekoneéné mnoho feSeni.

e 7 = ": Tento smér budeme dokazovat nepiimo. Méjme pevna a,b, c,d €
Z takova, ze (a? — 4b) — (¢ — 4d) = k # 0, a necht (z, yo) je FeSenim
rovnice 22 + ax + b = y* + cy + d. Pak

2 2

( +a)2 “+b—( +C)2 ¢ 1d
Ty g 0T Ty TR

a\12 9 B c\12 9
[2(x0+2)] a4 4b= [2 <y0+2)] A 4d,
(2xo+a)2—(2yo+c)2:(a2—4b)—(02—4d):k,

(229 +2yo +a+ ¢)(2x0 — 2yo +a — ¢) = k.
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Avsak k lze rozlozit na souc¢in dvou celociselnych ¢initeli pouze koneéné
mnoha zpusoby, existuje tedy pouze koneé¢né mnoho moznych hodnot
pro dvojici (2xg + 2yo + a + ¢), (2xg — 2yo + a — ¢). Mame tedy koneéné
mnoho dvojic rovnic o dvou neznamych xg, 1o, pficemz rovnice jsou
tvaru xo + yo = 1,29 — Yo = S pro vhodné r,s € Z. Sectenim téchto
rovnic dostaneme zy = ’”—JQFS, odectenim rovnic dostaneme y, = =*.
Takze kazda z téchto konecné mnoha dvojic rovnic méa jediné reSeni,
tudiz existuje pouze kone¢né mnoho feseni (g, y) rovnice 22 +ax+b =

y? + cy + d, coz bylo potieba dokazat.
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