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Vzorové °e²ení

4. série

Úloha 4.1

Kouma koupil �oumovi k Vánoc·m Rubikovu kostku. Strana kostky m¥°í 10 cm. Kdyº
mu ji v²ak cht¥l zabalit do váno£ního papíru, zjistil, ºe má k dispozici pouze £tvercový
papír 30 x 30 cm. M·ºe z tohoto papíru vyst°ihnout jeden souvislý díl, s nímº by mohl
dárek obalit (zanedbejte nutné p°esahy)?

�e²ení:

Kouma bude moci Rubikovu kostku pro �oumu za-
balit, provést to m·ºe tak, jak je vid¥t na obrázku. Od-
v¥sny krajních pravoúhlých trojúhelník· mají délku 5

√
2,

takºe pro stranu sloºenou ze stran t°í £tverc· o stran¥
10 cm máme k dispozici délku délku (30− 5

√
2) ·
√

2 cm
= (30

√
2− 10) cm > 32 cm, coº nám sta£í, protoºe jsme

pot°ebovali délku alespo¬ 30 cm.

Úloha 4.2

Mat¥j s Lib¥nkou sed¥li celí nedo£kaví v pokojíku a £ekali, kdy se kone£n¥ ozve cinkání
zvonku a budou moci jít ke strome£ku. Kdyº se ono cinkání ozvalo, rychle b¥ºeli do
obýváku, ale ve dve°ích je zastavil Henry (zapomn¥l totiº zapálit sví£ky na stromku)
a °ekl jim, ºe prý m·ºou ke strome£ku, aº ur£í hodnotu funkce f v bod¥ 2008. Funkce
f : N → N ∪ {0} je de�novaná takto: Pro v²echna m, n ∈ N jsou spln¥ny následující
podmínky:

1. f(m · n) = f(m) + f(n),

2. f(n) = 0, pokud poslední cifra zápisu £ísla n v desítkové soustav¥ je 3,

3. f(10) = 0.

�e²ení:

Opakovaným pouºitím 1. podmínky zjistíme, ºe f(2008) = f(23 · 251) =
3 · f(2) + f(251). Dále 0 = f(10) = f(2) + f(5), tudíº f(2) = 0, protoºe
oborem hodnot funkce f je podmnoºina nezáporných £ísel. Z 2. podmínky
také plyne, ºe 0 = f(753) = f(3) + f(251), takºe f(251) = 0. Celkem tedy
f(2008) = 0.

Úloha 4.3

Kouma s �oumou se na Silvestra se²li i se svými kamarády na chat¥ u Koumálk·.
Hráli r·zné hry a dávali si také zajímavé p°íklady. V jednom z nich m¥l Kouma najít
nejmen²í p°irozené £íslo n takové, ºe

999999 · n = 11 . . . 11
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�e²ení:

Danou rovnost si p°evedeme na sch·dn¥j²í tvar:

(106 − 1) · n =
10k − 1

9
,

tedy n = 10k−1
9·(106−1)

, kde k ∈ N. D¥lením se zbytkem zjistíme, ºe

(10k − 1) : (106 − 1) = 10k−6 + 10k−12 + · · ·+ 10k−6m +
10k−6m − 1

106 − 1
,

kde m ∈ N je takové, ºe k−6m ∈ {0, 1, . . . , 5}. Protoºe n musí být celé £íslo,
musí být i £íslo 10k−6m−1

106−1
celé a protoºe k − 6m ∈ {0, 1, . . . , 5}, je to moºné

jedin¥ pokud 10k−6m − 1 = 0, tj. k = 6m. Pak

n =
106(m−1) + 106(m−2) + ... + 106 + 1

9
.

Aby £íslo v £itateli bylo d¥litelné 9, musí být ciferný sou£et tohoto £ísla
d¥litelný 9. Nejmen²í takové £íslo je pro m = 9, tudíº k = 6 · 9. Pak hledané
£íslo n je rovno 1054−1

9·(106−1)
. Pro zajímavost uvedeme zápis £ísla n v desítkové

soustav¥: 111 111 222 222 333 333 444 444 555 555 666 666 777 777 888 889.

Úloha 4.4

Mat¥j s Lib¥nkou odjeli se t°ídou na lyºák. Byla to paráda. Zasn¥ºené hory, stromy
se prohýbaly pod sn¥hovými £epicemi, nádherná lyºovajda, po ve£erech pohodová nálada.
Jedno dopoledne m¥li volné, a tak se vydali stav¥t sn¥huláky. Sout¥ºili o nejkrásn¥j²í
sn¥hovou stavbu. Mat¥j cht¥l postavit krychlového sn¥huláka. Kdyº m¥l hotovou první
obrovskou krychli, ptala se ho Lib¥nka, co prý to bude. Mat¥j odv¥til, ºe jí to °ekne, aº
mu odpoví na následující otázku: "Pokud v²echny vrcholy této sn¥hové krychle ohodnotím
1 nebo -1 a kaºdé st¥n¥ krychle p°i°adím sou£in £ísel jejích vrchol·, jaké budou v²echny
moºné hodnoty sou£t· t¥chto 14 £ísel (ze st¥n a z vrchol· krychle)?"

�e²ení:

Pokud bude kaºdý vrchol ohodnocen £íslem 1, dostaneme sou£et 14, který
je z°ejm¥ nejvy²²í moºný. Nejniº²í sou£et bude v¥t²í neº -14, protoºe jsou-
li v²echny vrcholy ohodnoceny -1, st¥nám budou p°i°azeny jedni£ky. Pokud
zm¥níme hodnotu vrcholu, zm¥níme také hodnotu t°í st¥n. Pokud tyto £ty°i
hodnoty byly stejné, po zm¥n¥ hodnoty vrcholu bude zm¥na celkového sou£tu
±8. Pokud z t¥chto £ty° hodnot byly t°i stejné a jedna jiná, bude zm¥na
sou£tu ±4. A pokud byly dv¥ hodnoty stejné a dv¥ opa£né, po zm¥n¥ hodnoty
vrcholu nenastane ºádná zm¥na celkového sou£tu. Takºe po jakékoli posloup-
nosti zm¥n hodnot vrchol· m·ºeme potenciáln¥ dosáhnout t¥chto hodnot:
14, 10, 6, 2,−2,−6 a −10. Ukáºeme, ºe hodnota 10 není moºná. Pokud mají
alespo¬ t°i vrcholy hodnotu -1, sou£et vrchol· je nejvíce 2 a protoºe je jen 6
st¥n, sou£et bude mén¥ neº 10. P°ípad se v²emi vrcholy s £íslem 1 jsme uº
probrali a pokud má práv¥ jeden vrchol hodnotu -1, je celkový sou£et 6.
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Nakonec, máme-li práv¥ dva vrcholy s hodnotou -1, existuje vºdy st¥na
obsahující jediný z nich, tudíº aspo¬ jedné st¥n¥ je p°i°azeno £íslo -1, takºe
celkový sou£et m·ºe být maximáln¥ 8. V²echny ostatní hodnoty sou£t· jsou
moºné, uvedeme p°íklady, jak dosáhnout hodnot, které je²t¥ nebyly zmín¥ny:

• 2: t°i vrcholy na jedné st¥n¥ -1, zbylé vrcholy 1,

• -2: v²echny vrcholy -1,

• -6: v²echny vrcholy s výjimkou jednoho -1,

• -10: dva prot¥j²í rohy 1, zbylé -1.
Úloha 4.5

No jo, to zase �ouma sed¥l nad úkolem o n¥co déle neº Kouma. Ten z toho byl uº
nervózní a cht¥l s úkolem �oumovi pomoci, aby mohli jít kone£n¥ ven. M¥li v plánu vyrazit
na b¥ºky a svítící sluní£ko tomu úpln¥ nahrávalo. �ouma si na to v²ak cht¥l p°ijít sám.
A tak, aby se Kouma nenudil, vymyslel pro n¥j p°íklad. Na papír mu nakreslil rovnostranný
trojúhelník o stran¥ n ∈ N. Tento trojúhelník potom rozd¥lil trojúhelníkovou sítí na n2

shodných rovnostranných trojúhelník· o stran¥ 1, jejichº vrcholy budeme nazývat uzly.
Vrcholy nejv¥t²ího trojúhelníku obarvil £erven¥, zbylé uzly obarvil zelen¥. Kouma m¥l
potom najít nejmen²í m ∈ N, pro které existuje m p°ímek takových, ºe kaºdý zelený uzel
leºí alespo¬ na jedné z nich a ºádný £ervený uzel neleºí na ºádné z t¥chto p°ímek.

�e²ení:

Na obvodu trojúhelníka je 3n uzl·, z toho 3n−3 zelených. �ádná z p°ímek
nem·ºe procházet t°emi zelenými uzly na obvodu, protoºe pak by musely
v²echny tyto t°i uzly leºet na stejné stran¥, p°ímka by procházela i vrcholem,
coº nelze. Proto kaºdá p°ímka prochází nejvý²e dv¥ma z t¥chto uzl· a platí,
ºe 2m ≥ 3n − 3. Odtud m ≥

⌈
3n−3

2

⌉
, kde dxe je nejmen²í celé £íslo alespo¬

rovné x.
Te¤ ukáºeme, ºe nám m =

⌈
3n−3

2

⌉
sta£í (tj. ºe pro n = 2t sta£í m = 3t−1

a pro n = 2t + 1 sta£í 3t). Provedeme to tak, ºe najdeme vhodné uspo°ádání
pro sudá a lichá n (viz obrázek):

Vnit°ní uzly na stranách oz-
na£íme Ai, Bi, Ci podle obrázku
a pak spojíme Ck a An−k, Bk

a Cn−k a Ak a Cn−k, kde k < n
2
,

£ímº vytvo°íme 3(t − 1) spojnic
pro sudá n a 3t spojnic pro lichá
n. Pro sudá n navíc musíme p°i-
dat spojnice CtBt a CtAt.

Úloha 4.6

Kdyº se Mat¥j s Lib¥nkou vraceli z lyºáku, v¥t²ina jejich kamarád· v autobuse us-
nula. A tak se Lib¥nka pustila do °e²ení Hloup¥tínské olympiády. V prvním p°íkladu m¥la
dokázat, ºe pro v²echna a, b, c > 0 platí:

a3

a2 + ab + b2
+

b3

b2 + bc + c2
+

c3

c2 + ca + a2
≥ a + b + c

3
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�e²ení:

Nejd°íve si v²imn¥me, ºe

0 = (a− b) + (b− c) + (c− a) =
a3 − b3

a2 + ab + b2
+

b3 − c3

b2 + bc + c2
+

c3 − a3

c2 + ca + a2
,

tudíº

a3

a2 + ab + b2
+

b3

b2 + bc + c2
+

c3

c2 + ca + a2
=

=
b3

a2 + ab + b2
+

c3

b2 + bc + c2
+

a3

c2 + ca + a2
.

Takºe nám sta£í dokázat, ºe

a3 + b3

a2 + ab + b2
+

b3 + c3

b2 + bc + c2
+

c3 + a3

c2 + ca + a2
≥ 2(a + b + c)

3
.

Dále platí: 2(a−b)2 = 2a2−4ab+2b2 ≥ 0, z toho 3(a2−ab+b2) ≥ a2+ab+b2,
tudíº a2−ab+b2

a2+ab+b2
≥ 1

3
. Odtud

a3 + b3

a2 + ab + b2
= (a + b)

a2 − ab + b2

a2 + ab + b2
≥ a + b

3
.

Stejným zp·sobem dostaneme dv¥ obdobné nerovnosti a se£tením t¥chto t°í
nerovností dostaneme nerovnost, kterou jsme pot°ebovali dokázat. Úpravy
b¥hem °e²ení byly korektní: protoºe a, b, c > 0, násobili jsme nerovnosti vºdy
kladným £íslem.

Jiné °e²ení:

Dokáºeme nerovnost a3

a2+ab+b2
≥ 2a−b

3
. Tato nerovnost nastane, práv¥ kdyº

3a3 ≥ (2a− b)
(
a2 + ab + b2

)
= 2a3 + 2a2b + 2ab2 − a2b− ab2 − b3, tj.

0 ≤ a3 − a2b− ab2 + b3 = a2(a− b)− b2(a− b) = (a + b)(a− b)2,

coº platí, nebo´ a, b > 0. Volbou a := b, b := c, resp. a := c, c := a v práv¥
dokázané nerovnosti dostaneme nerovnosti

b3

b2 + bc + c2
≥ 2b− c

3
a

c3

c2 + ca + a2
≥ 2c− a

3
.

Se£tením t°í dokázaných nerovností dostaneme poºadovanou nerovnost.

Úloha 4.7

Kouma s �oumou si náramn¥ uºívali zimní po£así. Po v£erej²ím b¥ºkování dnes hráli
na zamrzlém rybníku hokej. Z dobrého rozpoloºení je vyru²il místní porybný, který p°i²el
vysekávat díry do ledu. A cht¥l je ud¥lat zrovna na míst¥, kde si Kouma s �oumou odkli-
dili sníh. Kluci ho prosili, jestli by je nemohl ud¥lat n¥kde jinde, ale porybný se zdál být
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neoblomný. Nakonec v²ak svolil, ale jen v p°ípad¥, pokud mu vy°e²í p°íklad, který dostala
jeho dceru²ka za úkol a se kterým si nev¥d¥la ani ona, ani její tatík rady. M¥la dokázat,
ºe pro v²echna n ∈ N r {1, 2} platí, ºe 128 |

(
nnnn

− nnn
)
.

Poznámka: abcd

= a

(
b(cd)

)
, takºe nap°. 234

= 281.

�e²ení:

Ozna£me si A := nnnn

−nnn
. Toto £íslo si "co nejvíc" rozloºíme na sou£in:

A = nnn ·
[
n(nnn−nn) − 1

]
= nnn ·

{
nnn·

[
n(nn−n)−1

]
− 1

}
=

= nnn ·
{

nnn·
[
n

n·(nn−1−1)−1
]
− 1

}
Pot°ebujeme tedy dokázat, ºe 27 | A. Pro n sudé je n ≥ 4 a z°ejm¥

27 | nnn
, takºe 27 | A. Pokud je n liché, vyjád°eme si n = 4k ± 1, kde k ∈ N.

Pak

nn−1 − 1 = (4k ± 1)2l − 1 =

(
2l

0

)
(4k)2l(±1)0 +

(
2l

1

)
(4k)2l−1(±1)1+

+ . . . +

(
2l

2l − 1

)
(4k)1(±1)2l−1 + (±1)2l − 1 = 8m

pro vhodná l, m ∈ N. Podobn¥

nn·(nn−1−1) − 1 = (4k ± 1)8mn − 1 =

(
8mn

0

)
(4k)8mn(±1)0+

+

(
8mn

1

)
(4k)8mn−1(±1)1+

+ . . . +

(
8mn

8mn− 1

)
(4k)1(±1)8mn−1 + (±1)8mn − 1 = 32r

pro vhodné r ∈ N. Stejným zp·sobem dostaneme

nnn·
[
n

n·(nn−1−1)−1
]
− 1 = (4k ± 1)32rnn

− 1 = . . . = 128s

pro vhodné s ∈ N. Celkem jsme tedy pro n liché dostali A = 128snnn
, coº

bylo pot°eba dokázat.
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