XIV. ro¢nik BRKOS 2007/2008

Vzorové reseni

4. série

Uloha 4.1

Kouma koupil Noumovi k Vénocim Rubikovu kostku. Strana kostky méfi 10 cm. Kdyz
mu ji vSak chtél zabalit do vano¢nitho papiru, zjistil, ze ma k dispozici pouze Ctvercovy
papir 30 x 30 cm. MizZe z tohoto papiru vystfihnout jeden souvisly dil, s nimz by mohl
darek obalit (zanedbejte nutné piesahy)?

Reseni:

Kouma bude moci Rubikovu kostku pro Noumu za-
balit, provést to muze tak, jak je vidét na obréazku. Od-
vésny krajnich pravothlych trojahelniki maji délku 5v/2, N
takze pro stranu sloZenou ze stran tii ¢tverct o strané / \ ,//
10 em méame k dispozici délku délku (30 — 5v/2) - v/2 cm .
= (30v/2 —10) cm > 32 cm, coZ nam stadi, protoze jsme
potiebovali délku alespon 30 cm.

Uloha 4.2

Matéj s Libénkou sedéli celi nedockavi v pokojiku a ¢ekali, kdy se kone¢né ozve cinkani
zvonku a budou moci jit ke stromecku. Kdyz se ono cinkani ozvalo, rychle bézeli do
obyvaku, ale ve dvefich je zastavil Henry (zapomnél totiz zapélit svicky na stromku)
a fekl jim, Ze pry miZzou ke stromecku, az uréi hodnotu funkce f v bodé 2008. Funkce
f : N — NU{0} je definovana takto: Pro vSechna m,n € N jsou splnény néasledujici
podminky:

L f(m-n) = f(m)+ f(n),
2. f(n) =0, pokud posledni cifra zapisu ¢isla n v desitkové soustavé je 3,

3. £(10) = 0.

Reseni:

Opakovanym pouzitim 1. podminky zjistime, Ze f(2008) = f(23-251) =
3 f(2) + f(251). Déale 0 = f(10) = f(2) + f(5), tudiz f(2) = 0, protoze
oborem hodnot funkce f je podmnozina nezidpornych cisel. Z 2. podminky
také plyne, ze 0 = f(753) = f(3) + f(251), takze f(251) = 0. Celkem tedy
£(2008) = 0.

Uloha 4.3

Kouma s Noumou se na Silvestra sesli i se svymi kamarady na chaté u Koumalki.
Hrali razné hry a déavali si také zajimavé piiklady. V jednom z nich mél Kouma najit
nejmensi piirozené ¢islo n takové, ze

999999 -n =11...11
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ResSent:
Danou rovnost si pfevedeme na schudnéjsi tvar:

10F — 1

10°—1)-n="———,

(10° 1) 0 = —
tedy n = %, kde k € N. Délenim se zbytkem zjistime, Ze

k 6 k—6 k—12 keom , 105707 —1

kde m € N je takové, ze k—6m € {0,1,...,5}. ProtoZe n musi byt celé &islo,
musi byt i ¢islo % celé a protoze k — 6m € {0,1,...,5}, je to mozné
jediné pokud 10*~6™ — 1 =0, tj. k = 6m. Pak

1080m=D 4 1050m72) 4105 41
= 5 ,

n

Aby ¢islo v ¢itateli bylo délitelné 9, musi byt ciferny soucet tohoto ¢isla
délitelny 9. Nejmensi takové ¢islo je pro m = 9, tudiz k = 6 - 9. Pak hledané
¢islo n je rovno 9.1%%. Pro zajimavost uvedeme zapis ¢isla n v desitkové
soustave: 111111222222 333 333 444 444 555 555 666 666 777 777 888 889.

Uloha 4.4

Matéj s Libénkou odjeli se tfidou na lyzak. Byla to pardda. Zasnézené hory, stromy
se prohybaly pod snéhovymi ¢epicemi, nddherna lyzovajda, po vecerech pohodova nélada.
Jedno dopoledne méli volné, a tak se vydali stavét snéhulaky. Soutézili o nejkrasnéjsi
snéhovou stavbu. Matéj chtél postavit krychlového snéhuldka. Kdyz mél hotovou prvni
obrovskou krychli, ptala se ho Libénka, co pry to bude. Matéj odvétil, Ze ji to fekne, az
mu odpovi na nésledujici otazku: "Pokud vSechny vrcholy této snéhové krychle ohodnotim
1 nebo -1 a kazdé sténé krychle pfifadim soucin ¢isel jejich vrchola, jaké budou vSechny
moZné hodnoty souctu téchto 14 ¢isel (ze stén a z vrcholi krychle)?"

Reseni:

Pokud bude kazdy vrchol ohodnocen ¢islem 1, dostaneme soucet 14, ktery
je ziejmé nejvyssi mozny. Nejnizsi soucet bude vétsi nez -14, protoze jsou-
li vS§echny vrcholy ohodnoceny -1, sténam budou pfifazeny jednicky. Pokud
zménime hodnotu vrcholu, zménime také hodnotu t¥i stén. Pokud tyto ¢tyfi
hodnoty byly stejné, po zméné hodnoty vrcholu bude zména celkového souc¢tu
+8. Pokud z téchto ¢tyt hodnot byly tii stejné a jedna jina, bude zména
souc¢tu +4. A pokud byly dvé hodnoty stejné a dvé opac¢né, po zméné hodnoty
vrcholu nenastane zddna zména celkového souctu. Takze po jakékoli posloup-
nosti zmén hodnot vrcholii mizeme potencidlné dosahnout téchto hodnot:
14,10,6,2, —2,—6 a —10. UkdZeme, Ze hodnota 10 neni mozné. Pokud maji
alespon t1i vrcholy hodnotu -1, soucet vrcholu je nejvice 2 a protoze je jen 6
stén, soucet bude méné nez 10. Piipad se vSemi vrcholy s ¢islem 1 jsme uz
probrali a pokud ma pravé jeden vrchol hodnotu -1, je celkovy soucet 6.
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Nakonec, mame-li pravé dva vrcholy s hodnotou -1, existuje vzdy sténa
obsahujici jediny z nich, tudiz aspon jedné sténé je piirazeno ¢islo -1, takze
celkovy soucet mize byt maximalné 8. VSechny ostatni hodnoty soucti jsou
mozné, uvedeme piiklady, jak doséhnout hodnot, které jesté nebyly zminény:

e 2: tfi vrcholy na jedné sténé -1, zbylé vrcholy 1,
e -2: vSechny vrcholy -1,
e -6: vSechny vrcholy s vyjimkou jednoho -1,

e -10: dva protéjsi rohy 1, zbylé -1.

Uloha 4.5

No jo, to zase Nouma sedél nad tkolem o néco déle nez Kouma. Ten z toho byl uz
nervézni a chtél s tkolem Noumovi pomoci, aby mohli jit kone¢né ven. Méli v pldnu vyrazit
na bézky a svitici slunicko tomu dplné nahravalo. Nouma si na to viak chtél prijit sam.
A tak, aby se Kouma nenudil, vymyslel pro néj pfiklad. Na papir mu nakreslil rovnostranny
trojthelnik o strané n € N. Tento trojtuhelnik potom rozdélil trojuhelnikovou siti na n?
shodnych rovnostrannych trojihelnikt o strané 1, jejichz vrcholy budeme nazyvat uzly.
Vrcholy nejvétsiho trojuhelniku obarvil Cervené, zbylé uzly obarvil zelené. Kouma mél
potom najit nejmensi m € N, pro které existuje m pfimek takovych, ze kazdy zeleny uzel
lezi alespon na jedné z nich a zadny Cerveny uzel nelezi na zadné z téchto piimek.

ReSeni:

Na obvodu trojuhelnika je 3n uzli, z toho 3n—3 zelenych. Z4dna z primek
nemitze prochézet tfemi zelenymi uzly na obvodu, protoze pak by musely
vSechny tyto tii uzly lezet na stejné strané, primka by prochazela i vrcholem,
coz nelze. Proto kazdé4 ptimka prochazi nejvyse dvéma z téchto uzli a plati,
ze 2m > 3n — 3. Odtud m > [222], kde [z] je nejmensi celé ¢islo alespoit
rovné x.

Ted ukazeme, ze ndm m = F”g—_ﬂ staci (tj. ze pron = 2t sta¢im = 3t —1
a pro n = 2t + 1 stadi 3t). Provedeme to tak, ze najdeme vhodné uspoiadani
pro sudé a lichd n (viz obréazek):

Vnitini uzly na stranach oz-
nac¢ime A;, B;, C; podle obrazku
a pak spojime Cj a A, i, B
aChpaApaCyy, kde bk <3,
¢imz vytvorime 3(¢ — 1) spojnic
pro suda n a 3t spojnic pro licha
n. Pro sud4 n navic musime pii-
dat spojnice C;B; a CA;.

Uloha 4.6
Kdyz se Matéj s Libénkou vraceli z lyzaku, vétSina jejich kamarada v autobuse us-
nula. A tak se Libénka pustila do feSeni Hloupétinské olympiady. V prvnim piikladu méla
dokazat, ze pro v8echna a, b, c > 0 plati:
a’ b3 c? a+b+c
+ + >
a?+ab+b2  V2+bc+c2 2+ ca+ a? 3
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Reseni:
Nejdiive si vSimnéme, Ze
a® — b b — 3 A —a?

- - :
a2+ab+b2 b24+bc+c? 2+ ca+ a?

O=(a—b)+(b—-c)+(c—a)=

tudiz
a’ b 3
+ + -
a?+ab+b2 B24+bc+c? 24 ca+ a?
b3 3 a’

= + + :
a?+ab+0* bV2+bc+c? 2+ ca+a?
Takze nam staci dokézat, 7e

a4+ b b+ ¢ A+ a o 2a+b+o)
a?+ab+b2 b2+bc+cz 2+cata T 3 ’

Dale plati: 2(a—b)? = 2a* —4ab+2b* > 0, z toho 3(a®—ab+b*) > a*+ab+1?,

o~ a?—ab+b? 1
tudiz e 2 3 Odtud

a® + b’ _(a+b)a2—ab+62>a+b
a4 ab+ b2 a?+ab+b*— 3

Stejnym zptsobem dostaneme dvé obdobné nerovnosti a se¢tenim téchto tii
nerovnosti dostaneme nerovnost, kterou jsme potiebovali dokazat. Upravy
béhem teseni byly korektni: protoze a, b, c > 0, nasobili jsme nerovnosti vzdy
kladnym cislem.

Jiné FeSeni:
Dokézeme nerovnost

a? 2a—b P e
TrarE = — 53 - Tato nerovnost nastane, pravé kdyz

3a® > (2a — b) (a® + ab+ b*) = 2a® + 2a°b + 2ab*> — a®b — ab® — b°, tj.
0<a®—a’b—ab® +b* =a*(a—0b) —b*(a—0b) = (a+b)(a—b)

coz plati, nebot a,b > 0. Volbou a := b,b := ¢, resp. a := ¢,c := a v pravé
dokizané nerovnosti dostaneme nerovnosti

b3 2b — ¢ ? 2c —a
> a > .
b2 + be + ¢2 3 c? + ca+ a? 3

Sec¢tenim tii dokédzanych nerovnosti dostaneme pozadovanou nerovnost.

Uloha 4.7

Kouma s Noumou si ndramné uzivali zimni pocasi. Po v¢erejsim bézkovani dnes hrali
na zamrzlém rybniku hokej. Z dobrého rozpolozeni je vyrusil mistni porybny, ktery piisel
vysekavat diry do ledu. A chtél je udélat zrovna na misté, kde si Kouma s Noumou odkli-
dili snih. Kluci ho prosili, jestli by je nemohl udélat nékde jinde, ale porybny se zdal byt
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neoblomny. Nakonec vSak svolil, ale jen v pfipadé, pokud mu vyftesi piiklad, ktery dostala
jeho dcerugka za tkol a se kterym si nevédéla ani ona, ani jeji tatik rady. Méla dokazat,

ze pro viechna n € N\ {1, 2} plati, ze 128 | (n"”n - n"”).

d
o (e )
Pozndmka: a® = a( | takze napr. 23" = 281,

ResSeni:
“ . n" n - . ., v v
Ozna¢me si A :=n" —n" . Toto ¢islo si "co nejvic" rozloZzime na soudin:

A= [l ] < {nnn-{nw-@—d _ 1} _
=" {n”"'[n"("nl_l)—l] - 1}

Pottebujeme tedy dokazat, ze 27 | A. Pro n sudé je n > 4 a zfejmé
27 | n", takze 27 | A. Pokud je n liché, vyjadieme si n = 4k £+ 1, kde k € N.
Pak

Tl —1=k+ 1) -1 = (%l) (4k)*(£1)" + (QD (4k)? =1 (£1) +
+...+ (%2_1 1) (k)N (£ + ()% —1=8m

pro vhodna [, m € N. Podobné

G S Y P IS D (87;‘”) (4k)¥™" (£1)0+
+ (8’?") (4k)Smn= (£1)

8mn
4R) (£1)Pm o (£1)Pm — 1 = 32
+ +(8mn_1>(k)( ) + (£1) 32r

pro vhodné r € N. Stejnym zpiisobem dostaneme

o [ (771 ]

n —1=(k£1)™" —1=...=128s

pro vhodné s € N. Celkem jsme tedy pro n liché dostali A = 128sn™", coz
bylo potieba dokazat.
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