XIV. ro¢nik BRKOS 2007/2008

Vzorové reseni

2. série

Uloha 2.1

Lenosinsky hvézdar Marko Pernik objevil na nebi zajimavé souhvézdi. Tvori ho Sestice
hvézd Ajda, Bajda, Cajda, Dory, Fory a Gory. Marko si pfi pozorovani v§imnul, Ze Dory
lezi ve stfedu kruZnice vepsané trojuhelniku, ktery mé za vrcholy hvézdy Ajda, Bajda
a Cajda. Dale Fory je stfedem kruznice pfipsané ke hvézdné strané Ajda-Cajda a Gory
je stfedem kruznice pfipsané ke hvézdné strané Bajda-Cajda. Dale v tomto hvézdném
trojuhelniku plati, Ze pomér velikosti thla p¥i hvézdach Ajda a Cajda je roven poméru
velikosti thla pfi hvézdach Bajda a Ajda, ktery je roven 2. Pomozte Markovi dokéizat, Ze
hvézdné trojuhelniky Ajda-Bajda-Cajda a Dory-Fory-Gory jsou podobné.

Reseni:

Sestici hvézd si zkrécené oznacme A, B,C,D,F,G.
Snadno lze vidét, ze trojice bodu B, D, F, resp. A, D,G
lezi na jedné piimce, nebot D i F' lezi na ose uhlu ABC.
Podobné D i G lezi na ose uhlu BAC. Dale oznaCme
v trojuhelntku ABC' tdhly obvyklym zptisobem: «, 3, 7.

Pak: N \
LADC| =180° — — — —.
| ‘ 2 2 A D

Dale pak z ahli v trojahelnicich dostavame: L 6

2.|/FAD| = |/BAD| + |ZDAC| + |ZCAF| + (180° — |ZFAB]|) = 180°,
tudiz |ZFAD| = 90°. Podobné |ZFCD| = 90°, takze

|/AFC| = 360° — |ZADC| — |/FAD| — |/FCD| = = +

|9
Do |2

Déle uvazme trojiuhelnik AGF'. Z predchozich vypocti je jasné, ze
|ZAGF| =90° —a/2 —v/2 = 3/2.

Analogicky dostaneme, ze |ZBFG| = a/2.

Nyni vyuzijeme faktu plynouciho ze zadani, totiz ze v = o/2 a o = 3/2.
Pak |ZDGF| = |ZAGF| = a a |ZDFG| = |£ZBFG| = ~. Takze trojuhelniky
ABC a GDF jsou podobné podle véty uu.
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Uloha 2.2

Kouma pfisel jednoho dne za Noumou se zajimavym piikladem. Mél danou ¢tvercovou
sit s (k+1) x (k+1) body, kde k je prirozené &slo. Nouma mél uréit, kolik existuje tverci
s vrcholy v téchto bodech. Dokézete to také?

Reseni:
Nejdrive si musime uvédomit, kolik existuje ¢tvercit ~ ¢---#=z 2 zz9---
s vrcholy na obvodu ¢tvercové sité s (n+ 1) x (n+ 1) ‘ : A‘,‘.\*,-ﬁ
body. Takovych étverci je evidentné podle obrazku ' 7 M
pravé n. Téchto &tvercovych siti, jeZ jsou soucasti za- ‘:':rf; A
dané c¢tvercové sité a jejichz strany jsou rovnobézné se , _5 e n
stranami zadané ¢tvercové sité, je (k +1 —n)? Takze | " 5..0%77
hledany pocet ¢tvercii je romdeToe o
k
B4 (h—1)-22+ 41K =) (k+1-i)-i*=
i=1

=(k+1)-) () =) (%) =

=1 )

(R DEE+FDERE+FD] [RA(E +:)2] k(k +1)%(k +2)
n 6 4 12 '

Uloha 2.3

Matéj s Libénkou a dal§imi kamarady vyhréli na zédvodech hlavni cenu - t¥ipatrovy
oriskovy dort pokladeny ¢erstvym ovocem, zality Zelatinou, promazany lahodnym vanilko-
vym krémem a ozdobeny loupanymi mandlickami. Kdyz si tuto slast chtéli rozdélit, zavelel
Matéj, ze kazdy z nich si musi vybrat rizné pfirozené ¢islo tak, aby kazdy z tymu mohl do-
stat tu ¢ast dortu, kterd odpovida prevracené hodnoté jeho ¢isla. Dokazte, Zze takto mohli
vzdy rozdélit cely dort, tedy dokazte, ze pro kazdé n > 2 existuje n riznych pfirozenych
¢isel takovych, Ze soucet jejich prevracenych hodnot je roven jedné.

Reseni:
Jisté plati 1/2 4+ 1/3 +1/6 = 1, takze mame ¢&isla 2, 3, 6 a uloha je pro
n = 3 dokazéna. Dale pro vSechna n € N je

U U R

2 4 8 2n - 2n
Pokud v tomto vyrazu druhé 1/2" nahradime (1/2 +1/3 4 1/6) - 1/2", do-
staneme soucet (n + 3) riznych ¢lent:

1+1+1+ +1+ L + L + L =1
2 4 8 on ~ 9ontl  3.9n = 3.9ntl 7

takze pro vSechna £ > 3 mame k rtznych ¢isel vyhovujicich zadani:

2.4,8,..., 283 ok=2 3. 9k=3 5.3 9F2
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Uloha 2.4

Desetinasobek druhé mocniny véku sestiicky Koumy je o 4 vétsi nez rozdil trojnasobku
druhé mocniny véku Noumova brasky a sedminasobku soucinu véku Koumovy sestficky
a Noumova brasky. Dokézete urcit vék Koumovy sestficky a Noumova bragky?

Reseni:
Necht x je vék Koumovy sestficky a y je vék Noumova brasky. Potom ze
zadani dostavame rovnici

102 — 4 = 3y* — Tay.
Upravou potom dostaneme, ze

102% — 3y + Ty = 4.
RozloZzme levou stranu na soucin a dostaneme rovnici

(102 — 3y)(z +y) = 4.

V oboru pfirozenych ¢isel muzeme ¢islo 4 rozlozit na soucin tifemi zpusoby:
1-4,2-2 a 4-1. Sta¢i uvazovat prirozené rozklady, protoze x + y musi
byt kladné. Dostavame tak tii soustavy rovnic o neznamych x a y. Z téchto
soustav ma TeSeni v oboru pfirozenych ¢isel pouze soustava

10z -3y=1, z+4+y=4.

Odtud dostavame z =1, y = 3.
Koumova sestficka mé tedy rok a Noumuv braska tii roky.

Uloha 2.5

Hned ze zac¢atku skolniho roku se na Maté&je s Libénkou vrhli ve Skole uditelé jako...
No viak vite, jak se to fika. Ukol za tkolem. A v matice obzvlast. Uz jim 3la hlava
kolem, zrovna naposledy méli zadany tento piiklad, co ptiklad, pfimo dvojpiiklad: Bod
M je libovolny vnitini bod tse¢ky AB. Ozna¢me AMCD a MBEF ¢&tverce lezici ve
stejné poloroving uréené piimkou AB. Dale ozna¢me N prusecik kruZnic opsanych témto
étvercim, M # N.

1. Dokazte, Ze se pifimky AF a BC protinaji v bodé N.

2. Dokazte, ze ptimka M N prochézi pevnym bodem, nezavislym na volbé bodu M.
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Reseni:
Nyni provedeme kazdy z dikazi, jez jsou pozadovany v zadéni tohoto
prikladu, zv1ast:

1. Pokud |AM| = |[MB|, je C = F = N, takze o
pfimky AF a BC se protinaji v jednom bodé. # TSy
Dale BUNO mizZeme piedpokladat, ze |AM| > J,r‘) [
|M B|. Dokazme nejprve, ze body A, F, N g — =4 B
a B, N, C jsou kolinearni (tzn. lezi na jedné | |\ L ee |
piimce). |ZANM| = |ZACM| = 45° (vyuzili | | ;3
jsme vlastnosti obvodového ahlu). Ze stejného
divodu plati, Ze |[ZFNM| = |[ZFEM| =45°. o~ 7«
Tedy A, F, N jsou kolinearni. Podobné pro
body B, N, C: |[/BNM| = |/BEM| = 45° a |ZCNM]| = 180° —
|ZCAM| = 135°, takze také B, N, C jsou kolinearni. Z toho je jiz
ziejmé, ze se piimky AF a BC' protinaji v bodé N.

2. Protoze |[ZANM| = |£BNM| = 45°, mame |ZANB| = 90°, tedy
N lezi na Thaletové kruznici sestrojené nad tseckou AB. Oznac¢me
S druhy prusecik piimky MN s touto kruznici. Potom |[ZANS| =
|Z/BNS| = 45°. Protoze stejné velké uhly |[ZANS| a |[£ZBNS)| jsou
obvodové thly pfislusné obloukim AS a BS, je |AS| = |BS]|, tudiz
trojihelnik ABS je rovnoramenny. Trojuhelnitk ABS je nezavisly na
volbé bodu M, primka M N tedy vzdy prochézi pevnym bodem S.

Uloha 2.6 3
Ani Kouma s Noumou se ve gkole nenudili. Méli za tukol dokézat, Ze existuje 2007

navzajem riznych pfirozenych ¢isel takovych, Ze soucet libovolnych dvou z nich je délitelny
jejich rozdilem. Pomozte to Koumovi a Noumovi dokézat.

Reseni:
Dokazme matematickou indukei, Ze existuje libovolnych n takovych ¢isel,
jez spliuji podminku obsazenou v zadani:

1. Pro n = 2 tvrzeni zfejmé plati, napiiklad 1 a 2.

2. Necht n > 2 a predpokladejme, Ze existuje n prirozenych ¢isel s danou

vlastnosti. Oznacme je ay,...,a,. Polozme:
bn+1:a1-a2~...~an
by = ay + bpya
by = as + byt
bn - an + bn+1.
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Dokazme, ze mnozina {b,...,b,1} spliiuje ndmi dokazovanou vlast-
nost: Necht 4, j € {1,...,n} jsou navzajem rizna piirozena ¢isla a necht
napi. a; < a;. Potom

bi—bj:ai—aj
bl-+bj:ai—l—aj—l—Q-an:ai—l—aj+2-a1-...-ai-...-aj-...-an.

Z indukéniho predpokladu vime, Ze a; + a; je délitelné a; — a;. ProtoZe
2-a; = (a;,—a;)+(a;+a;),je2-ar-...-a;-...-a;-...-a, také délitelné
a; — a;. Z toho plyne, Ze b; + b; je dehtelne b b;. Dale

bi—an:ai,bi—l—anzai—|—2-a1-...-ai-...-an,
takze bi_bn+1|bi+bn+1~

Dokazali jsme tedy obecnéjsi tvrzeni, nez je v zadani tohoto prikladu.
Existuje nejen 2007-prvkova mnozina ¢isel splhujicich zadéni, ale dokonce
n-prvkova pro v8echna n € N\{1}.

Uloha 2.7

Lenosinsko-hloupétinského srazu chytrych hlav se ztcastnilo 289 nejlepsich lenosin-
skych a hloupétinskych matematiki. Kazdy den byli rozdéleni do 17 skupin po 17 mate-
maticich tak, aby zadni dva nebyli spolu vicekrat v jedné skupince. Urcete nejvyssi pocet
dni, po které mohla tato konference probihat.

Reseni:

Kazdy den byl ur¢ity matematik ve skupiné s 16 rtiznymi matematiky:.
Dohromady mél tento matematik do skupin k dispozici 288 jinych matema-
tiki, takze konference nemohla trvat déle nez 288/16 dni = 18 dni.

Piimo ukazeme, jaké rozdéleni matematikii do skupin bylo béhem celé

konference. Ozna¢me matematiky (m,n), kde 0 < m, n < 16. Necht pro
0 <d, s <16 byla d-ty den skupina

={(0,s),(1,s+d),(2,s+2d),...,(16,s + 16d)},

pricemz u vsech téchto ¢isel uvazujeme pouze zbytky po déleni 17. Posledni
den byly tyto skupiny:

{(0,0),(0,1),...,(0,16)},

{(1,0),(1,1),...,(1,16)},

{(2,0),(2,1),...,(2,16)},
{(16,0), (16, 1), ,(16,16)}.
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Nejprve musime dokazat, ze kazdy den skupiny zahrnovaly vSechny ma-
tematiky. Posledni den to zfejmé platilo, uvazujme tedy d-ty den pro 0 <
d < 16. Chceme tedy v tento den najit skupinu s pro matematika (a, b), kde
0 < a,b < 16 jsou libovolna. Zvolme s jako zbytek po déleni ¢isla b — ad
¢islem 17. Pak (a,b) = (a, s + ad), takze matematik (a,b) byl ve skupiné s.
Protoze skupiny kazdy den obsahovaly 289 matematikt a kazdy matematik
byl v nejméné jedné skupiné, byl libovolny matematik pravé v jedné skupiné.

Jesté je potfeba dokazat, ze zadni dva matematici spolu nebyli vice-
krat v jedné skupiné. Uvazujme matematiky (a,b) a (A, B). Pokud a = A,
oba byli spolu pouze posledni den. Predpokladejme tedy, ze a # A. Zvolme
d €0,...,16} tak, ze (a — A) - d a (b— B) davaji stejny zbytek po déleni 17.
Protoze 17 je prvocislo a (a — A) je nesoudélné se 17, takové d existuje. Déle
zvolme s € {0, ..., 16}, které dava stejny zbytek po déleni 17 jako b — ad. Pak

(a,b) = (a,s+ad)a (A, B) = (A, b—(a—A)-d) = (A, b—ad+Ad) = (A, s+Ad),

takZze oba matematici byli dne d ve skupiné s.

Dokézali jsme, Ze kazda dvojice matematikt se alespon jednou setkala,
takze bylo alespon (239) = 289-288/2 setkani. Navic 289-288/2 setkani mohlo
nastat, pravé kdyz se kazda dvojice setkala pravé jednou. Ale protoze bylo
celkem 18 dni, kazdy den 17 skupin a v kazdé skupiné bylo 17 matematiki,
celkem nastalo presné 18- 17 - (127) = 289 -288/2 setkani. Tudiz kazda dvojice
se setkala pravé jednou, coz bylo potfeba dokazat.
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