Vzorové reseni 6. série

Priklad 6.1. Z namésti TTi troubt v Hloupétiné vychézeji tii piimé ulice:
Dutohlava, Dubohlava a Mikrovinéi. Uhel mezi kazdyma dvéma z nich je
tupy. Hloupétinané rozhodli, ze v kazdé ulici postavi pamatnik jednomu z
mistnich vyznamnych matematikt. Jiz vybudovali paméatnik lordu Oakosovi
v Dubohlavé ulici a dalsi paméatniky chtéji postavit tak, aby ulice byly osami
vnitinich thli v trojihelniku tvoreném pamatniky. Urcete konstrukéné umis-
téni dalsich dvou pamatniki.

Reseni. Pouzijme oznaceni podle obrazku, kde S je ndmésti a A je misto,
najdeme mista B, C pro zbyvajici paméatniky.
Necht zname spravné umisténi pamatnika B, C. Pak

|/BSC| = 180°— |ZABC|/2—|ZACB|/2 = 180° — (180° — x)/2 = 90° + z/2.

Z toho /2 = |£BSC| —90°.

Protoze /BSC' je podle zadani tupy, mé vyjadieni z/2 vzdy smysl
diky tomu, ze |[ZBSC|— 90° > 0°. Uhel BSC je zadan polohou ulic, takze
muzeme snadno sestrojit thel x/2. Potom sestrojime polopfimky AP a AQ
svirajici s pfimkou AS thel x/2. Mista pro zbyvajici dva pamatniky budou
pruseciky téchto polopfimek s ulicemi (tedy polopfimkami SU a SV), na

Jesté musime udélat diskusi - dokazeme, ze tloha mé vzdy prave jedno
feseni. Rovnéz musime dokazat, ze vySe uvedenym postupem skutecné zis-
kame trojuhelnik vyhovujici zadani.

Plati, ze

|LASU| = 360° — |LZUSV| — |ZASV| =
= 360° — (90° + z/2) — |ZASV| < 360° — 90° — z/2 — 90° = 180° — z/2

(vyuzili jsme toho, ze |[LZUSV| = |£BSC| = 90° + z/2, a také toho, Ze tihel
ASV je tupy, takze |ZASV]| > 90°). Z toho |LASU| + x/2 < 180°, coz je
ekvivalentni s tim, Ze se protnou polopfimky AP a SU (posledni nerovnost
zarucuje existenci trojuhelnika, jehoZ dva thly maji velikost |ZASU| a x/2).
Podobné se dokaze, ze se protnou i polopfimky AQ a SV. Protoze se polo-
primky protnou v jednom bodé, dostaneme praveé jedno feSeni.
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Méjme sestrojeny trojihelnik ABC' podle vyse uvedeného postupu. Pak

|LSCA| = 180° — |ZASC| — 2/2 = 180° — | LASC| — |£BSC| + 90° =
= 180° — (360° — |LASB|) 4 90° = | LASB| — 90° =
= 180° — |ZSBA| — 2/2 — 90° = 90° — | Z/SBA| — /2,

7 toho

90° = [LSBA| 4 |£SCA| + /2, tudi% 180° = 2 - |ZSBA| + 2 - |£SCA| + x.

Protoze ABC je trojthelnik, plati: oy
180° = |LSBA| + |£SBC| + |LSCA| + |£SCB| + =. (6.2)

Z 6.1 a 6.2 mame
|ZSBA| + |£SCA| = |£SBC| + |£SCBj. (6.3)

Protoze AS je osa thlu BAC' v trojuhelniku ABC, nastane pravé jedna z
nasledujicich moznosti:

1. |[ZSBA| < |£SBC| a |[£SCA| < |£SCB| (pokud S lezi mezi A a
stfedem R kruznice vepsané trojihelniku ABC),

2. |£/SBA| = |£SBC| a |£SCA| = |£SCB| (pokud S = R),

3. |£SBA| > |4£SBC| a |£SCA| > |£SCB| (pokud S lezi na ptimce RA,
ale nelezi na polopiimce RA).

Aby byla splnéna rovnost 6.3, musi nastat (2), takze SB a SC jsou skutecné
osami thla v trojuhelniku ABC.

Priklad 6.2. Pamatnik v Dubohlavé ulici tvori sklenény kuzel, dovnitt néjz
je vepsano pét kulovych ploch o poloméru r tak, ze se 4 kulové sféry dotykaji
podstavy kuzele, kazda z téchto 4 kulovych sfér se dotyka dvou dalsich, kazda
se také dotyka plasté kuzele a stiedy téchto kulovych ploch tvori ctverec. Pata
koule je umisténa tak, ze se dotyka plasté kazdé ze 4 zbylych kulovych ploch
a také se dotyka plasté kuzelu. Dovedli byste urcit objem kuzelu?
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Reseni. Levy obrazek znazoriiuje ho-
rizontalni fez koulemi, které se doty-

kaji podstavy kuzele. Ztejmé |AC| = .
2r-\/2. Pravy obrazek znzoriuje ver- )'
tikalni fez prochézejici body A, C a 0’
stfedem O horni koule. P je vrchol ku-

zele a QR je primér jeho podstavy.

Je ziejmé, 7Ze trojuhelniky OAC a PQR jsou podobné, jejich strany, které si
v podobnosti odpovidaji, jsou rovnobézné a vzdalené o r.

Dale trojuhelniky AOC a ABC' jsou shodné (podle véty sss), takze
|ZAOC| = 90°. Pak |ZQPR| = 90° a |OP| = r - /2. Velikost vysky vedené z
bodu O v trojuhelniku AOC je |[AC|/2 = r - v/2. Proto vyska vedend z P v
trojtthelniku PQR ma délku [OP|+7-v/2+7 = (2-v/2+41)-r. TudiZ polomér
zékladny kuZele je také (2-v/241)-r, takZe jeho objem je 17-r3-(2 - V2 + 1)3.

Priklad 6.3. Kdyz si Matéj procital déjiny Hloupétina, nalezl zajimavou
povest. Ve sklepeni mistniho hradu je pry schovan poklad, ktery stiezi
p-hlavy drak Hlavkopapka, kde p je prvocislo. Hlavkopapka sezere vsechny
odvazlivce, ktefi Spatné odpovi na otazku, jaké je nejvétsi ptirozené cislo n
takové, ze n-t4 mocnina hlav draka déli faktorial ¢tvrté mocniny poctu p.
Dokazali byste se dostat pres tuto nemilosrdnou san?

Regend. V mnoziné {1, 2,3, ..., p*} je p® ndsobkil p, z nich je p? ¢isel délitelnych
p?, z téchto &isel je p délitelnych ¢islem p? a z nich je dokonce jedno délitelné
p*! TakZe nejvyssi mocnina p, kterd déli p*!, je p*+p*+p+1 = (p*—1)/(p—1).

Priklad 6.4. I kdyz hleda¢ pokladu odpovi spravné, nemé zdaleka jesté
vyhrano. Nalezne sice truhlu s pokladem, ale bez ¢iselného kédu se mu ji
nepodaii oteviit. Urcete vSechny mozné kombinace, vite-li, Ze je hledany kéd
deseticiferny ve tvaru agaias . . . ag, pricemz pro vSechna k = 0,1, ...,9 udava
aj pocet vyskyti cifry k£ v kodu.

Reseni. Ze zadani je jasné, ze

S := soucet vsech cifer kédu = ag + a1 + ... + ag = pocet cifer v kédu = 10.

(6.4)

Daéle je bud mezi ¢isly ag, ar, ag, ag pravé jedno rovno 1 a ostatni jsou

0, nebo jsou vsechna ¢tyfi rovna 0. Pokud by nékteré z nich bylo > 2 nebo

aspon dvé z nich byla > 1, méli bychom v kédu aspon dveé cisla > 5, takze
ag+ - - -+ ag > 10, coz je spor s 6.4.

Pokud je a; = 0 pro vSechna i z {6,7,8,9}, musi byt véechna a; < 5.

Pak zejména ay < 5, takze mame nejméné 5 nenulovych cifer. To znamena, ze
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mezi a, as, as, aq, as jsou aspon ¢tyii > 1. Pak S = a; +2as+3as+...+9ag >
1+ 2+ 344 =10, musi tedy podle 6.4 platit rovnost, kterda nastane, prave
kdyz a; = ay = a3 = a4 = 1 a a5 = ag = a7 = ag = ag = 0. Protoze
Z?:o a; = 10, musi byt ag = 6, coz je spor s ag = 0.

Tudiz mezi Cisly ag, ar, ag, ag je pravé jedno rovno 1. Pokud a; = 1,
mame v kédu aspon dvé jednicky, coz odporuje a; = 1, takze a; > 2.

Pokud a7y = 1, musi byt ag = 7 (¢islo 7 nemize byt jinde nez na misté
ag, protoze pak by v kédu muselo byt 7 cifer > 1 a S > 14). Uz jsme odvodili,
ze a; > 2, takze mezi as, as, as, a5 musi byt aspon jedno ¢islo > 1. Pak by
S>14+T7+2+1=11, coz je spor.

Podobné (dokonce jednoduseji) dostaneme spor pro ag =11 ag = 1.

Zbyva nam ag = 1. Ze stejného divodu jako vySe musi byt ap = 6
a uz vime, ze a; > 2. Pak mezi as,as,aq,a; musi byt aspon jedno c¢islo
> 1. Potom S > 1+ 6+ 2+ 1 = 10, takZe musi nastat rovnost. Z toho
a1 = 2,a9 = 1,a3 = a4 = as = 0. Pro kéd tedy mame jedinou moznost:
6210001000. Snadno lze ovérit, ze tato moznost vyhovuje zadani.

Priklad 6.5. Matéj uz uz premyslel, ze by se vydal poklad ziskat, ale Henry
mu jeho plany prekazil. Pry musi své bohatstvi nabyt poctivou praci. A aby
se pry nenudil, tak at mu honem najde vSechny mozné hodnoty funkce

f : Z — Z definované vztahem f(n) = f(f(n+ 11)) pron < 101 a f(n) =
n — 10 pro n > 100. Dokazali byste to také?

Reseni. Ukazeme, %e f(n) = 91 pro n > 100. Pro n = 100,99, ...,90 plati
fn) = f(fln+11)) = f(n + 11 — 10) = f(n + 1). Ale f(101) = 91,
takze f(n) = 91 pro n = 100,99,...,90. Rovnost f(n) = 91 pro n =
89,88,...,1,0,—1,... se snadno dokaze indukci:

fn)=f(fn+11)) = f(f(f(n+114+11))) =--- = f(f(... f(f(z))...)) =
= F(FC. FO1). ) = F(f(...91...)) = --- =01,

kde = je z {90,91,...,100}.
Déle z vyse uvedeného a z ptredpisu f(n) = n — 10 pro n > 100 je
ziejmé, ze funkce f nabyva pravé vSech hodnot z mnoziny {91,92,93,...}.

Priklad 6.6. Kdyz Maté&j spocital Henryho piiklad, rozhodl se, Ze preci jen
na poklad na chvilku zapomene a vratil se zpét ke ¢teni déjin Hloupétina.
Nasel tam, ze v Hloupétiné byly objeveny dva vyznamné pergameny. Na
obou byly fesené zajimavé priklady. Bohuzel se vSak dochovala jen zadani
téchto prikladd. Na prvnim svitku se dokazovalo, zZe existuji redlna cisla A,
B takova, ze pro kazdé prirozené cislo n plati:

D tgk-tg(k—1)=A-tgn+ B-n.
k=1
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Poradili byste si s timto prastarym piikladem?

Reseni. V prubéhu feseni nékolikrat pouzijeme vzorec

tg(z) + tg(y)

1 —tg(z) tg(y)’

ktery plati pro vSechna x,y € R kromé takovych hodnot z,y, kdy néktery

vyraz ve vzorci nema smysl.
Pro n = 1 mame

tg(l) - tg(0) = A-tg(l)+ B. Ztoho B =—A-tg(l). (6.5)

tg(r +y) =

a pro n = 2 dostaneme

tg(1) - tg(0) + tg(2) - tg(1) = A - tg(2) + 2B

tj.
2 - tg(1) 2 -tg(1)
———— tg(l) = A- ——————— +2B 6.6
e A T (09
7 6.5 a 6.6 ziskdme rovnici pro A, kterou vyfesime:
2-tg?(1 2-tg(1
1 —tg?(1) 1 —tg*(1)

2 tg%(1) = 24 - tg(1) — 24 - tg(1) - [1 — tg*(1)]
tg(l) = A— A [1 —tg*(1)]
1
4= 50

Pak podle 6.5 je B = —1.

Nyni indukei dokdzeme, Ze rovnost ze zadéani plati pro A = 1/tg(1) a
B=-1:
Pro n € {1,2} jsme rovnost ovéfili vySe. Necht je dana rovnost splnéna pro
n a dokazeme, ze platii pro n + 1.

n+1

;tg(k)-tg(k—l) _ @-tg(n+1)+(—1)-(n+l) o

(n +1)

tg(l)

tg(n) +tg(1) 1 tg(n)+tg(1)

1—tg(n)tg(l) tg(l) 1—tg(n)te(l)

& tg(n) - [1 - tg(n) tg(1)] + [tg(n) + tg(1)] - tg(n) tg(1) =
= tg(n) + tg(1) — tg(1) - [1 — tg(n) tg(1)]

@itg(k)ig(k—l)—ktg(n%—l) tg(n) = —-n—-1&

=
tg(n)

—-n—1«
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Snadno lze ovérit, ze posledni rovnost je splnéna. Budeme hotovi, kdyz
dokéazeme, ze postup pfi dokazovani indukéniho kroku byl korektni.

Vyrazy tg(n), kde n € N, jsou definovany, nebot funkce tg(z) neni
definovana pravé pro z € (J,o; 7/2 + k7 a v této mnoziné se nevyskytuje
zadné prirozené cislo, protoze 7 je iracionalni.

Protoze posledni uprava byla nasobeni obou stran rovnice vyrazem
tg(1)-[1—tg(n)tg(1)] a také se vyraz 1 —tg(n)tg(1l) objevuje ve jmenovateli,
musime dokazat, ze 1 — tg(n) tg(1) # 0 pro vSechna n € N (snadno se napft.
z grafu ovéri, ze tg(l) # 0). Jiz jsme dokazali, ze vyrazy tg(n + 1), tg(n)
a tg(1) jsou definovany, navic tg(n + 1) = (tg(n) + tg(1))/(1 — tg(n) tg(1)),
takze 1 — tg(n)tg(1) # 0.

Postup tedy byl korektni, diikaz je hotov.

Priklad 6.7. Na druhém pergamenu byl tento ptiklad. Bylo dano pfirozené
¢islo n a realné cislo k£, 0 < k < n. Dale byly uvazovany vsechny n-tice
redlnych ¢isel (x1, o, ..., x,), pro néz plati

n
E sin®x; =k
i=1

Ukolem bylo najit nejvyssi hodnotu vyrazu

| Z sin 2x;].
i=1
Dokazali byste vyfesit také lohu z druhého svitku?

Reseni. Uvazujme Cauchyovu nerovnost pro n-tice (sin(x),...,sin(z,)),
(cos(z1),...,cos(z,)) a pfedpokladejme, zZe
Zsin2 r; =k, kde ke {(0,n).
i=1
Dostaneme nerovnost
[sin(z1) - cos(z1) + ... +sin(x,) - cos(z,)]? <
< [sin®(zy) + ... +sin®(2,)] - [cos? (1) + ... + cos®(z,)],
na kterou budeme aplikovat ekvivalentni apravy:
sin(2z4) sin(2z,,) <
5 . 5

< \/[sin2(x1) + ... +sin®(x,)] - [1—sin®(zy) + ... + 1 —sin?(z,)] &

& Zn:sin(%ci) <2-Vk-(n—k). (6.7)
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V Cauchyové nerovnosti pro dvé n-tice redlnych ¢isel nastane rovnost,
praveé kdyz jedna n-tice je redlnym nasobkem druhé. V nasem ptipadé tedy
nastane rovnost, pravé kdyz existuje ¢t € R tak, Ze pro vSechna i z {1,...,n} je

sin(x;) = cos(z;). Zvolime-li (1, ..., z,) tak, aby xy = ... =z, a) . sin(2z;)
= k, pak zfejmé sin(zy) = ... = sin(z,) a cos(zy) = ... = cos(x,), takze
jisté existuje t € R tak, ze (sin(zy), ... ,sin(z,)) =t (cos(xy), ... ,cos(xy)).

V 6.7 tedy miiZe nastat rovnost, tudiz nejvyssi hodnota vyrazu |, sin(2x;)|

je2-\/k-(n—k).
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