Vzorové reseni 5. série

Priklad 5.1. Kdyz sli Matéj s Libénkou spat, vzpomnéli si, ze jim, kdyz byli
jesté mali, povidal jejich tatinek na dobrou noc pohadku. I zacali Skemrat, ze
tento vecer je plné ten nejvhodnéjsi k obnoveni starych tradic. Inu, odolat
prosbam svych déti, to vskutku Henry nedokézal. A tak, kdyz uz byly déti
zalezlé v pelisku, vesel do pokoje a zacal vypravét:,,Za devatero horami, de-
vatero fekami, devatero hradbami a za devatero v§im, na co si vzpomenete,
bylo ¢iselné kralovstvi. Kralem v této zemi bylo pfirozené ¢islo Karl. Karl
meélo dva syny, téz prirozena ¢isla Mnuka a Fnuka. Jednou Karl rozhodlo, Ze
musi své syny ozenit, a tak se s nimi vydalo hledat jejich nevésty. Mnuk hledal
Mnucku, Fniuk hledal Friucku. Karl pravilo, Ze nevésty museji byt nesoudélna
prirozena ¢isla a navic, aby byly hodny kralovského rodu, musi byt soucet
sou¢inu Fnuka a Friucky se soucinem Mnuka a Mnucky nasobek Karla. A
tak chodili svétem a hledali a hledali ...“ A to uz Henry zjistil, Ze obé déti
spinkaji. Rano, kdyz se Libénka probudila, hnedka se ptala Henryho, jestli
viibec bylo mozné, aby si synové nasli své nevésty. Dokazte, Ze to mozné bylo.

Reseni. Pouzijeme oznadeni: k = Kérl, m = Mnuk, f = Fiiuk, mq = Miiucka,
fo = Fnucka. Mame tedy dokazat, Ze pro libovolna k,m, f € N existuji
nesoudélnd myg, fo € N takova, ze m - mg + f - fo je nasobkem k. Necht
d = (m, f) je nejvétsi spoleény délitel m a f. PoloZzme

mo = f/d,fo=f-h-k—m/d,
kde h je libovolné pfirozené ¢islo, pro které je fy > 0. Pak
memo+ [ fo=me fld+ fofohok—mefjd=f-fh-k
coz je nasobek k. Pokud e deli mg, déli také
mo-d-h-k=f-h-k.

Takze pokud e déli mg i fo, déli rovnéz fo — f-h-k = —m/d. Ale f/d a
m/d jsou nesoudélnd, tudiz e = 1. Takze mg a fy jsou nesoudélnd, coz bylo
potteba dokazat.

Priklad 5.2. Jednoho krasného slunickového odpoledne se vydali Matéj s Li-
bénkou na prochazku zasnézenou hloupétinskou krajinou. Nejdfiv se koulo-
vali, pak délali andélicky do snéhu a pak si kreslili riizné obrazce. Nejprve
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Matéj nakreslil konvexni c¢tyruhelnik ABCD. Libénka pak dokreslila body
A, B, C"a D' tak, ze A je stfedem tsecky A'D, B je stiedem tsecky B’'A,
C je sttedem usecky C'B a D je stfedem usecky D’'C. Potom od Matéje
chtéla, aby ji dokézal, Ze obsah ¢tyfuhelnika A’B'C'D’ je pétkrat vétsi nez
obsah c¢tyttuhelnika ABC D. Dokézali byste to také?

Reseni. Uvazujme trojuhelniky A’B’A a ABD. Za zakladnu A’ B’'A mtiZzeme
povazovat A’A, jez mé stejnou délku jako AD, coz je zédkladna ABD. Déle
velikost vysky na A’A je

|AB'| - sin |[£B'AA"| = 2|AB| - sin(180° — [£B'AA’|) = 2|AB| - sin |[£/BAD|,

coz je dvojnasobek velikosti vysky na zakladnu AB v trojuhelniku ABD.
Tudiz obsah trojuhelniku A’B’A je dvojndsobkem obsahu trojuhelniku ABD.
Podobné

Spop = 2Spac, Scpc=2Scep a Spap=2Spca.
Sectenim dostaneme
Sapa+ Scpec=2Sapcp a Spcop+ Spap=2S5apcp.
Déle zfejmé
Sapcp = Sapa+ Spcp+ Scpe+ Spap+ Sapep =5 Sasep.

Priklad 5.3. Aby se Libénka mezitim nenudila, vymyslel ji Matéj také pti-
klad. Méla zkonstruovat trojuhelnik ABC, znala-li velikosti stran AB a BC
a védeéla-li,ze téznice na tyto dvé strany jsou navzajem kolmé. Zvladli byste
i Libéncinu konstrukéni tlohu?

Reseni. Predpokladejme, Ze mame se-
strojeny trojuhelnik ABC' vyhovujici
zadani. Pouzijeme oznaceni jako na
obrazku, kde M je stfed AB, N je N

stted BC, X jestted M B a'T je tézisté

trojuhelniku ABC'. Z vlastnosti téziste

vime, ze |AT|/|AN| = 2/3. Déle z A M X B
toho, jak byly sestrojeny body M a X,

mame |[AM|/|AX| = 2/3. Tedy |AT|/|AN| |AM|/|AX]|, takze trojthel-
niky AT M a ANX jsou podobné. Potom tthel AN X je pravy. Z toho je
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jasné, ze stied strany BC v libovolném trojuhelniku ABC' (ktery vyhovuje
zadani) lezi na Thaletové kruZnici k sestrojené nad priumérem AX a také lezi
na kruznici [ se stfedem v bodé B a polomérem |BC|/2.

Konstrukeci provedeme tak, Ze nejprve sestrojime usecku AB, pak jeji
stired M, potom bod X, jez je sttedem M B. Déle sestrojime Thaletovu kruz-
nici k£ nad pramérem AX a také kruznici [ se sttedem v bodé B a polomérem
|BC'| /2. Prise¢ik kruznic k a | (pokud existuje) je bod N. Bod C' spliujici
podminku, ze N je stftedem BC', uz snadno sestrojime.

Uloha nemé feseni, pokud kruznice k a I nebudou mit spole¢ny bod
(to nastane, pravé kdyz |BC| < |AB|/2 nebo |BC| > 2|AB|),nebo kdyz bu-
dou mit spole¢ny jediny bod (|BC| = |AB|/2 nebo |BC| = 2|AB]|). V tomto
ptipadé by stied strany BC' (bod N) lezel na strané AB, coZ v trojihelniku
ABC neni mozné. Pro ostatni hodnoty |AB| a | BC| se k a [ protnou ve dvou
bodech a jako feSeni dostaneme dva osové soumérné trojuhelniky (podle osy
AB). Jesté musime ovéfit, Ze tyto trojuhelniky skuteéné vyhovuji zadani.

Ovéfeni je snadné, nebot je obracenim tivah ze zac¢atku feSeni: Strany
AB a BC' ziejmé maji spravnou délku. Zbyva nam ovérit kolmost téznic AN
a CM. Uhel ANX je pravy, nebot bod N lezi na Thaletové kruznici s pri-
mérem AX. Dale |AT|/|AN| =2/3 = |AM|/|AX|, takZe trojuhelniky AT M
a ANX jsou podobné. Pak AN je kolmé na C'M.

Priklad 5.4. Kdyz se Matéj s Libénkou vratili, udélali si na zahtati horky
¢aj a povidali si u krbu. Vtom pfisel Henry a uz od dvefi hulakal: ,,Décka
pozor, mam pro vas perfektni priklad na takové to domaéaci pocitani: Jsou
dana tii riizna celd ¢isla x, y, 2. Dokazte, Ze (v —y)° + (y — 2)° + (2 — 1)° je
délitelné 5(z — y)(y — 2)(z — x).“ Libénka s Maté&jem se smali a s radosti se
vrhli do pocitani. Zvladli byste také spocitat tento Henryho ptiklad?

Reseni. Polozme x —y =71,y — 2 = s. Pak 2 — 2 = —(r + 5), tudiz

(-9’ +@y—2)°+(Ez—2)P°=r"+s" —(r+s)°=
= —b5rts — 10r3s* — 10r%s® — 5rs* = —5rs(r® 4 2r%s + 2rs® + 5°) =
= —brs[r(r® +rs+8%) + s(r* +rs+ 8%)] = =5rs(r + s)(r* +rs + §°) =
=5z —y)(y—2)(z —2)(@® + ¢’ +2° — 2y —yz — 22).

Priklad 5.5. Na hranici Lenosina a Hloupétina stoji stary hrad. Jeho ptdo-
rys méa tvar pravidelného n-thelniku, ve kterém plati, Ze rozdil délek nejdelsi
a nejkratsi jeho tthlopricky je roven délce strany tohoto mnohothelniku. Ma-
t€j se rozhodl, Ze zjisti, kolik stran tento mnohotihelnik ma. Vydal se k hradu
a zacal pocitat. Kdyz uz jej obihal poc¢tvrté a porad se nemohl dopocitat,
dospél k nazoru, ze tento zplisob nebude tim nejvhodnéjsim k urceni poctu
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stran mnohouhelniku. Pomozte Matéjovi urcit, jaky pravidelny mnohothel-
nik je pidorysem hradu, pokud je vice moznosti, najdéte je vSechny.

Reseni. Ptdorysem hradu jisté nemohl byt trojihelnik, nebot trojihelnik
nema zadnou uhlopticku. Nemohl jim byt ¢tverec ani pétithelnik, ponévadz
v téchto piipadech je nejkratsi thlopricka stejné dlouha jako nejdelsi. Pro
n = 6 a n = 7 plati, Ze nejdelsi thlopiicka, nejkratsi thlopricka a strana n-
uhelnika tvori trojuhelnik, takze rozdil délek nejdelsi a nejkratsi ihlopticky
je mensi nez délka strany. Pro n > 7 ma strana délku 2r - sin(7/n), nejkratsi
thlopficka ma délku 2r - sin(27/n) a nejdelsi thlopricka méa délku 2r pro n
sudé a

2 -1 1
2r-sin<—ﬂ-n—-—>:2r-sin<z—l> :27"-c0821

n 2 2 2 2n n
pro n liché (kde r je polomér krunice opsané n-tthelniku). Takze potfebujeme:
2m s
sin— +sin— =1 anje sudé, nebo
n n
.27 LT s . 1 1.
sin — + sin — = cos — amnje liché.
n n 2n

Levé strany vyse uvedenych rovnic jsou ziejmeé ostie klesajici funkce pro-
ménné n a pravé strany jsou neklesajici, takze mize existovat nejvyse jedno
feSeni pro kazdou rovnici. Druhé rovnice je splnéna pro n = 9, nebot

. 27 .7T_2 . (2m+T 2r —m _21 s
sin 9 +51n9 = s1n< 5.9 )-cos( 5.9 ) = -2C0818.

To, ze pravidelny 9-thelnik vyhovuje zadani, lze vidét i geometricky:
Oznac¢me si délky nejdelsi thlopticky, nejkratsi tahlopricky a strany pravidel-
ného 9-uthelniku po fadé d, k a ag. Uvazujme ctyituhelnik, jehoz dvé protéjsi
strany maji délky d a k a jehoz dvé zbyvajici strany maji délku ag. Velikost
thlu mezi stranami délek d a ag je 60°, takze d = k + 2ag - cos 60°.

Takze n = 9 je jediné feSeni pro n liché.

Pro n = 8 mame stejny ctyithelnik jako pro 9-uhelnik, avSak velikost
uhlu je 67,5° proto rozdil délek thlopricek je roven 2ag - cos67,5°, coz je
mensi nez 2ag - cos 60° = ag, kde ag je délka strany pravidelného 8-tithelnika.

Pro n = 10 mame

.27 .o . 5 T 1 3.4 T 5 T 1
smm—l—smﬁ—sml—o-( cos 15+ ) < sin oo <35 <L
Takze nejsou zadna feseni pro n sudé, n > 10, nebot f(n) = sin 27” +sin &
je klesajici funkce.
Prosli jsme vSechny ptipustné hodnoty n a zjistili jsme, Ze ptdorysem
hradu mohl byt pouze pravidelny 9-tthelnik.
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Priklad 5.6. Zatimco Matéj badal po mistnich pamatkéach, ptisli ke Klevram
zastupci Lenosina. Opét si nevédeli rady s néjakym prikladem. Stary dobrak
Henry jim samoziejmé pomohl. Lenosinsti po ném chtéli, aby dokézal, ze pro
vsechna n € N plati % < 22" g e ¢islo % je délitelné vSemi prvocisly
p, kterd spliuji n < p < 2n (Henry samoziejmé musel také dokazat, ze
Qo
problém: Necht 7(x) znaci pocet prvocisel mensich nebo rovnych z. Ukazte,
7e pro vSechna piirozena n > 1 plati 7(2n) < 7(n) + =22-. Dovedli byste té7

logyn*
pomoci Lenosinskym?

¢islo je celé). Kdyz se to Henrymu povedlo, méli v zaloze jesté jeden

Reseni. Cislo % je rovno poc¢tu moznosti, jak z 2n-prvkové mnoziny vybrat
n prvkl (nezdlezi na jejich pofadi), proto je celé. Dokazme si to: pro vybér
prvniho prvku mame 2n moznosti, pro vybér druhého 2n —1,..., pro vybér
posledniho n + 1 moznosti. To je celkem (2n)!/n! moznosti. Tady ndm vsak
zalezelo na poradi, proto musime tento pocet vydélit poctem permutaci n

prvki - tj. nl. Nerovnost (2n)!/(n!n!) < 2** dokdZeme indukci.
1. Pron =1 méame 2 < 4.
2. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n a dokazme jej pro n + 1:

2(n + 1)]!
[(n+Dl(n+1)]
_ (@2n+2)@2n+1) (2n)! _ (2n+2)* ,
(n+1)? (nn!) — (n+41)2
= 4.92% = 2+l

n

Kazdé prvocislo p s vlastnosti n < p < 2n déli ¢itatele zlomku (2n)!/(nin!)
a nedéli jeho jmenovatele. Protoze ¢islo (2n)!/(nIn!) je celé, je délitelné p.
Pocet prvocisel p spliujicich n < p < 2n se pro n > 1 da vyjadrit jako
7(2n) — m(n), nebot 2n neni prvoéislo. Protoze kazdé takové prvocislo déli
¢islo (2n)!/(nln!), je toto ¢islo délitelné soucinem vsech takovych prvocisel.
Dostavame tedy nerovnost

2n (277’)‘ w(2n)—m(n)
25" > W > H p>n .

n<p<2n, p-prvocislo
Zlogaritmovanim dostaneme 2n > [r(2n) — m(n)| - logy(n). Tato tprava byla
v poradku, nebot log, je rostouci funkce. Posledni nerovnost mizeme vydé-
lit vyrazem log,(n), nebot n > 1, a tedy log,(n) > 0. Po drobné upravé
dostaneme pozadovanou nerovnost.
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Priklad 5.7. ProtoZze Henryho uz trosku trapilo, Ze za nim Leno$insti chodi s
kazdym prikladem, nad kterym se jim nechce pfemyslet, pravil: ,Samoziejmeé
se, sousedé moji mili, té€sim, az prijdete opét na navstévu, chtél bych vas vsak
poprosit, abyste mi s sebou donesli také feseni tohoto prikladu: Dokazte,
ze pro viechna pfirozend n > 2 plati m(2") < (2) - 2"*' . log,(n — 1). Pii
feseni tohoto prikladu mtizete bez dikazu pouzit tvrzeni z prikladu, ktery
jste donesli vy mné.“ Pomozte Lenosinskym s timto prikladem, at zase miizou
na navstévu ke Klevrovym.

Reseni. Nerovnost dokazeme indukei:

1. Pro n = 3 mame 4 < 16/3. Kvili pozdéjsimu postupu se ndm bude
hodit zacit s indukénim krokem od n = 4. Pron = 4 mame 6 < 8-log, 3,
coz plati.

2. Predpokladejme, ze dokazované tvrzeni plati pro n, dokdzeme ho pro
n + 1. Dosadime-li do dokazané nerovnosti z minulého prikladu misto
n viraz 2", dostaneme m(2"+) < w(2") + 22~ Podle indukéniho pred-
pokladu je prava strana mensi nez + - 2" -log,(n —1) + 27;—“ Budeme
hotovi, ukdzeme-li, Ze tento vyraz je pro n > 4 mensi nez #1 L Qnt2.
log, n. S touto dokazovanou nerovnosti provedeme nékolik ekvivalent-
nich uprav.

Logn (n—1)+ 2 ot gm2 &
_ . O n— —_— . O n
o €2 0 ntl &2

2 n
n

n+1
@2”“-(77,—1)"“<n2"<:>4-2"‘1<( n1> "l e
n_

4 n n+1 n n—1
=4 < =
(n—l) (2)

Vyraz (=25)"*! je ziejmé vétsi nez 1 a funkce (%)"~! je rostouci a pro

n = 4 je rovna 8. Indukéni krok je tedy dokoncen.
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