Vzorové feSeni 6. série XII. roéniku BRKOSu

6.1

6.2

Pocet obyvatel Hloupétina je Ctyfikrat mensi nez pocet obyvatel Lenosina
a kon¢i na cifru 6. Pokud tuto cifru pfemistime z posledni pozice na prvni
misto, dostaneme prdvé poclet obyvatel LenoSina. Jaky je pocet obyva-
tel Hloupétina a LenoSina, vime-li, ze pocet obyvatel Hloupétina je co
nejmensi.

Necht pocet obyvatel Hloupétina a Lenosina ma m + 1 cifer. Pak mi-
Zeme sestavit rovnici

4(10n+6) =6 - 10™ + n,
kde n je ¢islo slozené z prvnich m cifer poctu obyvatel Hloupétina, coz
je to stejné jako poslednich m cifer poc¢tu obyvatel Lenosina.

Upravou vyrazu dostavame
13n+8=2-10".

Zavedeme substituci n = 2a a predchozi rovnici upravime do tvaru

13a+4=10" = 13a = 10™ — 4.
Rychle zjistime, Ze nejmensim a spliujicim tuto rovnici je a = 7692,
takze n = 15384.
Pocet obyvatel Hloupétina je tedy 153846 a pocet obyvatel Lenosina
615384.

V prijimackich na Hloupétinskou univerzitu se objevil nasledujici priklad:

Je dana rovina a dva body. Bod K, ktery v roviné nelezi, a bod A, ktery v
ni leZi. Pro kazdou pfimku p lezici v roviné prochézejici bodem A oznaéme

H patu kolmice k primce p prochazejici bodem K. Najdéte mnozinu vSech
bodl H.

Vyresili byste tento priklad?
Resenim je kruznice k nad primérem AB, kde B je pata kolmice z
bodu K na rovinu. Nyni se to pokusme dokazat.

Necht p je libovolnd pfimka prochézejici bodem A. Tato piimka je
bud tec¢nou nasi kruznice k£ v bodé A nebo protind kruznici k ve dvou
bodech, v bodé A a O.

Nyni musime dokazat, ze O je patou kolmice k primce p z bodu K.
Jisté je BO kolmé k piimce AO, tedy i KO je kolmé k AO, a tedy O
je pata kolmice z bodu K na pfimku p.
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Jesté musime ukéazat druhy smér, a to, ze kazdy bod kruznice k je patou
néjaké piimky prochézejici bodem A. Necht napiiklad bod D lezi na
kruznici k. Oznac¢me d piimku prochazejici body A a D. Potom jisté
BD je kolmé k AD, opét tedy KD je kolmé k AD, tedy D je jisté
patou kolmice z bodu O na ptimku AD), tedy d je hledanou pfimkou.

KoFeny rovnice 22 —2+1 = 0 jsou &sla a, b, c. Leno$in&ti mé&li urit hodnotu
vyrazu a® + b® + ¢® a to by to nebyli Leno$indti, kdyby nebyli lini po¢itat
koreny polynomu. Presto vSak tuto hodnotu urcili spravné. Dokazali byste
to také?

7 Viétovych vztahd plyne

a+b+c = 0
ab+bc+ac = -1
abc = -1
Podobné pocitejme:
a’b® + a*c® + b*c® = (ab+ ac + be)® — 2abc(a +b+c) = 1

A+ + = (a+b+c)—20ab+ac+bc) = 2
Prejdéme ke ¢tvrtym mocninam:

at + bt et = (a® + 0+ ) - 200+ dPP V) = 2
a'tt + a'ct + bt = (@®0 4 a* + b°P)? — 2a°0° (0’ + b+ F) = =3

A konecné:
a® + 0%+ = (a* + b+ ch)? —2(a*p* +a*c* +bict) = 10

To se zase Matéj s Libénkou jednou Silené pohadali. A kviili takové prkotiné.
No uznejte sami. Matéj tvrdil, ze kdyZ se koule vepsana do Ctyrsténu dotyka
No a Libénka si to nemyslela a Sarvatka vypukla. Dokazte, ze mél Matéj
pravdu.

Ozna¢me ¢tyistén ABCD. Necht G je tézisté trojuhelniku ABC, H
tézisté trojuhelniku AC'D a necht AM je téZnice v trojuhelniku ABC
a AN tézZnice v trojihelniku AC'D. Potom jisté AG a AH jsou tecny ke
kulové plose vepsané do tohoto ¢tyfsténu vychazejici ze stejného bodu,
tedy |AG| = |AH|. Obdobné pro teény CG a CH plati |CG| = |CH|.
Tedy trojuhelniky ACG a AC'H jsou shodné. Pak se rovnajiiuhly AGC
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a AHC a také thly AGM a AHN. Zaroven plati |GM| = |HN|, tedy
trojuhelniky CGM a CHN jsou také shodné, takze plati |C' M| = |C'N|
a také |BC| = |C'D|.

Analogicky se dokaze rovnost kazdych dvou sousednich hran ve ¢tyts-
ténu, tedy c¢tyrstén ABCD je pravidelny.

Olej do ohné v této Sarvatce prilila Libénka, kdyz Matéjovi tvrdila, ze pokud
3 { n, potom dokaze rozdélit thel = na tfi stejné Casti pomoci pravitka a
kruzitka. To se zase nezdalo Matéjovi. DokaZte Mat€jovi, ze tentokrat ma
Libénka pravdu.

Protoze 3 a n jsou nesoudé€lné, musi existovat cela cisla a, b takova, ze
plati
3a+nb=1.

Tuto rovnici mtizeme preskupit a vynasobit, az se dostaneme ke tvaru

ar  bw T

+m =
n 3 3n
Odtud nam uz plyne konstrukce. Sestrojime kruznici o libovolném po-
loméru, naneseme od libovolného bodu X na kruznici a-krat velikost
thlu 7 a pak jesté b-krat thel 7 a skoncime v bodé Y. Jiz jsme dokazali,
ze stiedovy uhel prislusejici oblouku XY je nas hledany thel Z-.

Matéj uz to hadani se svoji sestrou nemohl vydrzet a tak vyrazil na vy-
chazku s rodinnymi milacky, psiky Tipem a Tapem. Kdyz je nechal pobihat
po zasnézené louce, zacal si z nudy malovat do snéhu néjaké obrazce. Na-
kreslil kruznici C, dovnitf nakreslil dalsi dvé vzajemné se dotykajici kruznice
C1, Cy, obé o polovi¢nim poloméru nez prvni kruznice. Dale nakreslil kruz-
nici C'3 dotykajici se kruznice C' zevnitf a kruznic Cy, C5 zvenci. Nakonec
nakreslil kruznici Cy, ktera se dotykala C' zevnitf a C', (5 zvendi.

Protoze se Matéj dlouho nevracel z vychazky, zacali o ného mit doma
strach. | vyslali Libénku, aby se ho vydala hledat. Kdyz ho nasla a chtéla
ho odvést, Matéj ji odbyl s tim, Ze nepUjde dfiv, nez se mu podafi dokazat,
Ze Ctyruhelnik, jehoz vrcholy jsou stfedy kruznic C, C4, C3, Cy, je obdélnik.
Pomozte mu s tim.

Bez jjmy na obecnosti zavedme souradny systém: Necht stied kruznice
C' je v pocatku a necht mé tato kruznice polomér 6. Potom stfedy
kruznic C; a Cy maji soufadnice [—3;0] a [3;0]. Kruznice C5 ma jisté
stfed na ose y, necht je tedy jeho soufadnice [0;a]. Predpokladejme
a>0.
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Protoze se C5 dotyka C; a C, plati
F¥+a*=0B+r)PANa=6—-—r=r=2a=4

Podobné, protoze €, ma dotyk s C,Cy a C3, musi platit nasledujici
rovnice:

(b=3)2+c = (3+s)
b+ (c—4)? = (2+5)
v+ = (6-s)

Tato soustava ma FeSeni [b; ¢; s| = [3;4; 1].

N&s ¢tyithelnik mé tedy vrcholy v bodech [0;0]; [3;0]; [3;4]; [0; 4] a je
obdélnikem.

Na konferenci LenoSinskych védci se seSlo pét vyznamnych matematiki.
Béhem této konference kazdy z téchto matematikl( pravé dvakrat usnul.
Pro kazdou dvojici téchto matematik( nastala chvile, kdy spali spolecné.
Dokazte, ze nastala chvile, kdy spali alespon tfi z nich najednou.

Dtikaz této tllohy povedeme sporem.

Predpokladejme, ze zadni t¥i matematici nespali soucasné. Pro kazdou
dvojici matematikd uvazujme prvni takovy moment, kdy oba spali.
Dvojic matematikt je 10, takze mame 10 takovych spacich moment.
Kdyby néjaké dva spaci momenty splynuly, museli by tfi matematici
spat soucasné.

Predpokladejme tedy, Ze se jedna o 10 riznych momentt. Kazdy z
téchto momentti zarovenn musi byt momentem, kdy néktery z matema-

tikd usnul. Ale v prvnim takovém momentu usnuli dva matematici,
takze nam na 9 spacich momentti pfipada uz jen 8 usnuti, coz je spor.

Musel tedy nastat moment, kdy spali tii matematici soucasné.



