Vzorové resSeni 1. série XII. roéniku BRKOSu

1.1

1.2

1.3

Necht ABC' je rovnoramenny trojihelnik s hlavnim vrcholem A a @hlem
|Z/BAC| = 100°. Osa Ghlu ABC protind AC v bodé D.

Dokazte, ze BD + AD = BC.

Ozna¢me X a 'Y body na strané BC' takové, ze |[BX| = |BD|a |BY| =
|AB|. Trojahelniky ABD a DBY jsou shodné podle véty sus (|BY | =
|AB|,|<ABD| = |<DBY| = |[<ABC|/2, BD spoletnd), proto |DY| =
|AD| a |[<BY D| = |[<BAD| = 100°.

Trojtahelnik ABC' je rovnoramenny, tedy |[<ACB| = |[<ABC| = (180°—
|<<BAC|)/2 = 40°. Déle |[<ABD| = |<DBX]| = 20°, nebot BD je osa
<ABC.

Z rovnoramennosti A DBX méame |<BXD| = |<BDX| = (180° —
|<DBX|)/2 = 80°. Dostavame |<XY D| = 180° — |<BY D| = 80° =
|<BXD| aodtud |DY| = |DX].

Obdobné [<X DC| = 180° — (|<ADB| + |<ADX|) = 40° = |<BCD),
z ¢ehoz plyne | XC| = |DX].

Tedy |XC| = |DX| = |DY| = |AD|, a tak |BC| = |BX| + |XC| =
|BD| + |AD.

Je ddna kruznice nad priimérem AB a na tseéce AB pevny bod X.

Dokazte, Ze pro kazdy bod P kruznice rizny od A, B je :ZE§£§§ je kon-

stantni.

Ozna¢me Y bod usec¢ky PX takovy, ze |[<<PAY| = 90°. Déle |[<APB| =
90°, nebot P lezi na Thaletové kruznici nad AB.
|AY]

— 2B _ |AY] tan <APX
Pak tan <PAX = 7 a tan<APX = 53, tedy =505 = 75

Plati |<Y AX| = |<X BP], protoze piimky PB a AY jsou rovnobézné
a thly YAX a XBP sttidavé. Podle véty uu (|<AXY| = |<PXB]| -

souhlasné thly, |[<Y AX| = |[<XBP|) jsou trojihelniky AXY a BXP
Kk [AY] _ |AX]
|PB| — |BX|"

podobné, a ta

: « / tan<<APX _ |AX] . ‘
Body A, B a X jsou pevné dané, proto {3 =575 = Bx| Je konstantni.

Na kruznici je rozmisténo 51 prirozenych Cisel, jejichz soucet je 150.

Dokazte, ze na kruznici existuje rada Cisel, jejichz soucet je 100.

Oznacme ¢isla na kruznici po tadé aq, as, ..., as. Uvazujme soucty
i 4 z el
Si = =1 @j. Mame rostouci posloupnost 51 ¢isel {s;}, tedy tato po-

sloupnost obsahuje 2 cleny, které davaji po déleni 50 stejny zbytek.



1.4

1.5

1.6

Oznacme je s, a s;, k < [. Protoze 50 | s; — s, a 0 < s, — s < 150,
s; — s € {50,100}.

Je-li s;—s;, = 100, ma soucet 100 fada ¢isel ayy1, axyo, - .., a;, vopacném
pripadé mé soucet 100 fada ¢isel a;iq, ..., asi, ay, ..., Q.

Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho sudych prirozenych cisel k takovych,
7e pro kazdé prvodislo p je &islo p? + k slozené.

Necht p # 3. Pak p> = 1 (mod 3). Je-li tedy £ = 2 (mod 3), 3 |
p? + k. Z¥ejmé p? + k > 3, je to tedy ¢islo slozené.

Necht p=3.5|3*+k< k=1 (mod5).32+Fk>5, tedy pro k=1
(mod 5) je 3% + k sloZené.

Tedy pro vSechna suda k, kterda davaji po déleni 3 zbytek 2 a po déleni
5 zbytek 1, je ¢islo p? + k vzdy slozené. Téchto ¢isel je ziejmé nekonecénd
mnoho (konkrétné jsou to ¢isla tvaru 300 4 26, [ € Ny).

Necht a, b, ¢ jsou strany trojihelnika s obvodem 1.
Dokazte, ze

1
a2+b2+02<§.

Necht A, B, C jsou vrcholy daného trojuhelniku se stranami BC =
a,CA = b,AB = c¢. Tomuto trojihelniku lze jisté vepsat kruznici,
kterd se dotykad stran a,b,c po fadé v bodech P,Q, R. Ptimky BP i
BR jsou tecny vedené z bodu B ke stejné kruznici a P, R jsou body
dotyku, proto |BP| = |BR| = x. Analogicky |CP| = |CQ| = y a
|AQ| = |AR| = z a navic z,y, z jsou ziejmé kladnd realna ¢isla.

Ziejmé a = x+y,b=y+z,¢c=z4+x = r+y+z = ;. Pak > +0*+* =
(x+y)?+ (y+2)2+ (2 +2)* =227 + 202 + 222 + 20y + 2yz + 222 <
222 + 2y% + 222 + oy + dyz + dzx = 2(x + y + 2)? :2&: % a tim je
zadana nerovnost dokéazana.

Existuje nekonecnd mnozina prirozenych Cisel takova, ze soucet libovolnych
dvou jejich prvk( je délitelny jejich rozdilem?

Predpokladejme, ze M C N spliuje zadani. Oznac¢me n nejmensi pfi-
rozené Cislo v M. Pak pro vSechna = € M plati x —n | z + n, a protoze
n>0jex—n#z+n,atak 2(x —n) <z +n.

Upravou dostaneme = < 3n, tedy mnozina M je shora omezend a tudiz
konecné, ¢imz dostavame spor.



1.7 Jestlize n je prirozené Cislo vétsi nez 1 a a prirozené Cislo nedélitelné osmi,
pak a™ + a + 1 neni ¢tvercem zadného prirozeného disla.

Dokazte.

Necht n je sudé, tedy n = 2m, m € N. Pak (a™)? = a®*™ < a*"+a+1 <
a* +2a™ + 1 = (a™ + 1)% Tedy a™ + a + 1 lezi mezi ¢tverci dvou po
sobé jdoucich prirozenych ¢isel, a tak nemiize byt ¢tvercem prirozeného
Cisla.

Necht n je liché, tedy n = 2m +1, m € N. Pfedpokladejme, Ze a™ + a +
1 =121 € N. Pro | davajici po déleni 8 lichy zbytek je a® +a+1=1
(mod 8), pro | davajici zbytek délitelny 4 je a™ +a+1=0 (mod 8)
a pro [ davajici zbytek 2 nebo 6 je a” +a+1=4 (mod 8). Obdobné
¢islo a®™ musi po déleni osmi dévat zbytek 0, 1 nebo 4.

Cislo a®™*! + a + 1 je liché, musi tedy platit 8 | a(a®™ + 1). Protoze
a a a®™ + 1 jsou nesoudélné, musi platit bud 8 | a, nebo 8 | a®*™ + 1,
¢imz dostdvame spor se zadanim a tim, Ze zbytek a®™ mtiZe byt jen 0,
1 nebo 4.

Tedy ani pro liché n neni a™ + n + 1 ¢tvercem prirozeného cisla.



