2.1

2.2

Vzorové reseni prikladua 2. série X. ro¢niku BRKOSu

Urcete vSechna redlnd Cisla a, pro kterd plati
1 n 1 n 1
—a —a —a| = a.
2 3 bt

Protoze na levé strané je soucet celych ¢isel, musi byt i na pravé strané celé cislo, tedy a je
celé ¢islo. Kazdé celé ¢islo a si miizeme napsat jako a = 30x + y, kde x € Z,y € {0,1,...,29}.
Kazdé celé a je tedy urceno jednoznacné. Dosadime:

30z + 30z + 30z +
Y+ Y+ Y1 = 30z+y
2 3 5
[15:70 + y] + [10:70 + y] + [6:70 + y] = 30x +y.
2 3 5
Protoze 15z, 10x i 6x jsou celd, dostavame:
15z + [%} + 10x + [%} + 6z + [%} = 30z +y

- o[- B

Nyni staci dosazovat za y vSechny pripustné hodnoty, tj. y = 0,y = 1,...,y = 29 a tim z
posledni rovnice dostaneme hodnoty x pro dané y a tedy i vSechna mozna feseni a = 30x + y
vyhovujici zadani.

Vsechna feSeni jsou tedy tato: a € {0,6,10,12,15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 31, 32, 33,
34,35,37,38,39,41,43,44,47,49, 53,59}

Jestlize a, b, c jsou strany trojuhelnika, pak plati:

a+b b+c a+c B+ +A3
2 < + + + <3.
c a b abe

Dokazte.

Bohuzel se nam do zadani vloudila chybicka, takze vyresit tento priklad bylo velmi jednoduché.
Stac¢i si vzit napiiklad rovnostranny trojihelnik se stranou o délce 1. Pak vyraz uprostied
nabyva hodnoty 9, coz je samoziejmé vétsi nez 3, takze uvedenéd nerovnost neplati.



2.3

24

Necht ABC' je ostrolhly trojahelnik. V ném |ZABC| = |ZACB| = 78°. Necht D a E jsou body
na stranach AB a AC tak, ze |£/BCD| = 24° a |ZCDE| = 51°. Urlete velikost Ghlu BED.

Nejdrive si nakreslime obrazek.

Snadno si dopocitame dalsi thly:

|£BDC| =78, |£/DCE| = 54°,|ZDEC| = 75°. Nyni si vyjadiime
nékteré strany ze sinové a kosinové véty (BUNO piedpokladejme,
ze délka zakladny je rovna 1):

BD| = sin 24° (1)
~ sin78°
sin b4°
DE| = 2
| | sin 75° 2)
|BE\2 = |BD\2+ ]DE]2—2\BDHDE](:OS.129° (3)
BD|sin129°
sina = % (4)

Nyni podosazujeme z jednotlivych vztahii a dostavame:

BD|sin129° sin 24° sin 129°
sina = | | = = a = 16°22'56”
|BE| §in 780, /5n224° | sin?54%  osin24° sin54° cos120°
sin? 78° sin® 75° sin 78° sin 75°

Dokazte, ze plati:
cot 10° tan 20° cot 30° tan 40° = 3.

Nejprve vyuzijeme vztahu cot a = tan (90° — «). Tim se zadéni upravi do tvaru
tan 80° tan 20° tan 60° tan 40° = 3. Nyni pouzijeme vztah pro soucet argumentt funkce tangens:
tan 60° 4 tan 20° tan 60° — tan 20°

tan 40° tan 80° = tan (60° — 20°) tan (60° + 20°) = | ton 60° tan 20° L T tan 60° tan 20° —

3= tan? 20°
1 —3tan?20°°
Z vysledku dostavame:

3 — tan?20° _ 3tan20° — tan® 20°

tan 20° tan 40° tan 80° = tan 20° -
an sy tan sl tan M T T 3tan?20° 1— 3tan220°

coz, jak je nize dokazano, je vztah pro trojnasobny argument funkce tangens. Plati totiz

tan o + tan 2 tan o 4 {2Enp 3tana — tan® a
tan 3a = tan (2o + ) = = ana
( ) 1 — tan o tan 2« 1—tana% 1 —3tan?«

Mame tedy
tan 20° tan 40° tan 60° tan 80° = tan 60° tan 60° = 3.



2.5 Reste v N:
1 1 1
— =
T

Rovnici si upravime nasledujicim zptisobem:

r 1 1
z y 2003
2003(z +y) = wy
_ Yy
rt+y = m

Musime si uvédomit, ze 2003 je prvocislo, takze jedno z ¢isel z,y je ndsobkem 2003. Rovnice
je symetricka, zvolme tedy x = 2003k. Tim dostavame:

2003k +y = ky
y(k—1) = 2003k
2003k
R -
Protoze y € N, musi k£ — 1 délit 2003k. Protoze k£ a k — 1 jsou nesoudélna pro k£ > 1, mohou
nastat jen tyto ptipady:

1. k—1=2003
2.k—1=1

Pro prvni pripad dostavame: z = 2003 - 2004 = 4014012 y = 2004.
Pro druhy pripad dostavame: x = 2003 - 2 = 4006 y = 4006.
Tento piiklad ma tedy 3 feSeni: [z, y] € {[4006,4006]; 4014012, 2004]; [2004, 4014012]}

2.6 Urcete, kterym pétisténiim lze opsat kouli.

Podle Eulerovy véty o mnohosténech plati s +v = h+ 2, kde s je pocet stén, v pocet vrcholi a
h pocet hran. V nasem ptripad€ dostavame 5+v = h+2 = v+ 3 = h. Pétistén se muize skladat
jen ze ¢tyfuhelniki a trojihelnikt (dikaz je zfejmy). Necht se pétistén sklada z u trojuhelniki

a b — u ¢tyfuhelnikt. Potom podet hran je h = 3“+42(5_“) = 2% Dostévame 3 moZnosti:

l. u=0=v+3=10=20v="7
2.u=2=v+3=9=0v=06
3. u=4=v4+3=8=v=5>5

1. 5 ¢tytahelnikt, 7 vrchold, 10 hran.
Podstavou bude urcité ¢tyituhelnik. Mame 4 vrcholy pétisténu. Zbyvaji jesté 3 dalsi, které
nelezi v roviné podstavy a lezi v jednom z dvou poloprostorti urcenych rovinou podstavy.
Spojnice téchto t¥i bodu tvori trojuhelnik, ktery je zaroven jednou ze stén pétisténu, coz
je spor s predpokladem, Ze stény jsou jen Ctyithelniky.

\V)

. 2 trojuhelniky, 3 ¢tyrihelniky, 6 vrcholt, 9 hran.

(a) 3 étyithelniky maji spoleény vrchol.
Kdyz uvazime podobu takového utvaru, dochazime ke sporu. Takovy Gtvar by mél 7
vrcholti, a to 1 spolecny tfem c¢tyithelnikiim, 3 vrcholy spole¢né 2 ¢tyruhelnikiim a 3
vrcholy samostatné pro kazdy c¢tyrihelnik.



(b) 2 trojuhelniky maji spole¢ny vrchol.
V tomto pfipadé existuje vrchol, ktery neni obsazen v zadném z téchto trojuhelniki,
coz znamend, ze nalezi 3 ¢tyithelniktim. Uz z predchoziho je vidét, ze takova moznost
nemuze nastat.
(c) Podoba stanu.
Aby tomuto pétisténu sla opsat koule, musi se skladat ze 3
tétivovych ctyrtuhelnikt. Stfed koule lezi na pfimce kolmé
k roviné c¢tyruhelnika prochéazejici stredem kruznice opsané
tomuto ¢tyrtuhelniku. Vezmeme-li sousedni ¢tyiihelnik a ob-
dobné sestrojime kolmici, protne se s prvni pfimkou, protoze
obé lezi v roviné kolmé na spolecnou hranu ctyrtuhelniki.
Prisecik téchto dvou pfimek je stied koule. VSech 6 vrcholt
pétisténu tedy lezi na kouli.
3. 4 trojuhelniky, 1 ¢tyithelnik, 5 vrchold, 8 hran.
Podstavou bude tétivovy ctyithelnik a paty vrchol bude libo-
volny. Stied koule lezi na primce kolmé k podstaveé prochéaze-
jici stfedem kruznice opsané ¢tyiuhelniku. Stied koule zaroven
lezi na kolmici k roviné jednoho z trojuhelnikii, ktera prochézi
stfedem kruznice opsané tomuto trojihelniku. Jako v predcho-
zim pripadé se obé primky protinaji, takze stied koule existuje.
Vsech 5 vrcholi lezi tedy na kouli.

2.7 Dokazte, zZe libovolny ostrolhly trojihelnik lze rozdélit alespon tfemi riiznymi zplsoby tremi (sec-
kami na tfi Casti tak, aby kazda cast byla osové soumérna.

Dokézat, ze trojihelnik lze alespon tfemi zptsoby rozdélit tfemi tiseckami na 3 osové soumérné
¢asti mizeme nejsnaze tak, ze tyto zptsoby najdeme.

1.
Uvazujme osy stran trojihelnika. Jejich prusecik (stfed kruz-
nice opsané) spojime s vrcholy trojuhelnika a rozdélime tak pu-
vodni trojihelnik na 3 rovnoramenné trojihelniky, které jsou
osové soumeérné podle os stran.

2.

Nyni uvazujme osy thla trojihelnika a jejich prusecik (stied
kruznice vepsané). Kolmice z prusecikii na strany trojihelnika
jej rozdéli na 3 deltoidy osové soumérné podle os thli ptivod-
niho trojuhelnika.

Diikaz osové soumérnosti: Osa thlu déli ¢tyfahelnik na 2 troja-
helniky shodné podle véty Ssu (spoleénd strana, polomér kruz-
nice vepsané, pravy thel). Pieklopime-li trojihelnik podle osy
thlu, trojahelniky se kryji = jejich sjednoceni (deltoid) je podle
osy uhlu osové soumeérny.




Opét uvazujme stfed kruznice vepsané a trojuhelnik, ktery
neni rovnostranny. Oznacme vrcholy trojuhelnika tak, aby
|AB| < |BC|. Pak na strané BC lezi bod A’ takovy, ze
|A'B| = |AB|. Bod osové soumérny s A’ podle CS (osy
thlu pfi vrcholu C) oznaéme X. Usecky AS,A’S, XS déli
trojuhelnik na 3 osové soumeérné c¢asti.

Dtikaz osové soumérnosti: Trojuhelnik A’BS vznikl vlastné
preklopenim trojuhelniku ABS podle osy BS, takze ¢tyithel-
nik ABA’S je podle BS osové soumérny. O deltoidu A'C’ XS
vime, Ze je osové soumeérny, musime vSak ukazat, ze X € AC.
SC' je osa uhlu pfi vrcholu C, tedy C'A je osové soumérna
s CB, tedy X € AC. Déle vime: |AS| = |[SA| = |SX]| =
trojuhelnik ASX je rovnoramenny.

Zbyva ukazat, ze existuje 3. zpusob i pro rovnostranny troja-
helnik. Ten mtzeme rozdélit napriklad takto: Zvolime XY rov-
nobéznou s jednou stranou, bod Z lezici na ose té stejné strany
tak, ze vzdalenost bodu Z je mensi nez vzdalenost piimky XY.
Dtikaz osové soumérnosti je pak ziejmy.



