Reseni 6. série V. rocniku BRKOSu

6.1 Na kruznici jsou dany pevn& dva body A,B (A # B) a déle bod M, ktery probihd celou kruznici
(M # A, B). Ze sttedu K Udsetky M B je vedena kolmice K P na ptimku M A (P € MA).
a) DokaZte,?e p¥imky K P prochdzeji jednim bodem.
b) Nalezn&te mnoZinu bodl P.

Reseni. a) Ozna¢me C bod kruznice takovy, ze AC je jejim prumeérem.
Necht nejdiive B # C.Plati [ZABC| = |ZAMC| = 90° = |ZAPK]|. Odtud MC||KP. Vzhledem
k [IMK| = |BK]| zjistujeme, ze piimka KP protind BC ve sttedu H. Tzn vSechny piimky PK
prochézeji bodem H.
Nyni necht B = C, pak ziejmé viechny pfimky prochdzi bodem B.
b) Body P maji tu vlastnost, ze |ZAPH| = 90°( respektive P = M pokud B = C). Odtud zfejmeé
plyne, ze hledanou mnozinou bodu je kruznice nad prumérem AH( respektive AB), vyjma bodu
A, H( respektive A, B).

6.2 DokaZte, Ze do konvexniho &tyFihelniku o obsahu S a obvodu P je mozné umistit kruh o poloméru S/P.

Reseni. Dokdzeme obecnéjsi tvrzeni. Nech! mdme dén konvexn{ n-thelnik o stranich a1, as, ..., an,
obsahu S a obvodu P = )" | a;. Pak do ngj lze umistit kruh s polomérem S/P.
Dukaz. Namalujme si obdélnik o strané P a obsahu S ( druh strana je tedy S/P) a ”roziezme” jej na
"prouzky” a; x S/P. Kazdy takovy prouzek ”vlepme” na stranu n-ihelnika ( smérem dovniti). Tyto
prouzky se budou poruznu piekryvat, vycuhovat ven apod. Vzhledem k tomu, Ze obsahy (obdélniku
a n-thelniku) jsou stejné, budou nékteré body uvniti n-thelniku nepokryté. Jakykoliv nepokryty
bod lze vzit za stied kruznice o polomeéru S/ P, kterd celd lez{ uvniti n-thelniku.

6.3 Nad hranami AB, AC, AD ¢ty¥sténu ABCD jsou sestrojeny koule. DokaZte, Ze koule pokryvaji cely
Ctyfstén.

Reseni. Ozna¢me H patu kolmice vedenou z bodu A na rovinu BCD. Podobné ozna¢me K, L, M paty
kolmic vedenych z bodu A na piimky BC,CD,DB. Pak body H, K, M lezi na kouli nad hranou
AB a tedy jehlan ABK HM je uvnitf této koule. Tim jsme hotovi nebot, pokud H lezi uvniti ABC
mame CtyTstén rozdélen na tfi jehlany, z nichz kazdy se ”schovd” v jedné kouli, a pokud je H vné,
pak je ctyTstén casti jehlanu ABCDH, ktery je opét rozdélen na tii, schované v jednotlivych koulich.

6.4 Jsou dana nesoud&lna celd &isla p > 0, ¢ > 0. Celé &islo n nazveme dobré, jestlize je moZné napsat n ve
tvaru n = axp + yq, kde x,y € Ny a $patnym v opa&ném p¥ipadé.
a) DokaZte, Ze existuje celé &islo ¢, které ma nasledujici vlastnost: pro libovolné celé &islo n je pravé jedno
z &isel n,c — n dobré.
b) Kolik je viech kladnych Zpatnych Cisel.

Reseni. Lemma: Nechf p,q € N nesoudélnd. Pro libovolné celé z existuje pravé jedna dvojice celych
cisel (z,y) takova, 7ze z =zp+yq, 0 <z <g-—1.
Diikaz: Cisla 0-p, 1-p,2-p, ..., (g—1)-p dévaji po déleni ¢ riizné zbytky. Oznaéme z € {0,1,2,...,q—1}
takové, ze z =z - p (mod ¢ ) ( je préavé jedno). K tomuto z je jiz y jednoznaéné urcéeno.



Kazdému z piitadme dvojici (z,y) z Lemmatu. Ziejmé jde o bijekci. Cislo z je dobré pravé tehdy,
kdyz y > 0. K ¢islu z =~ (z,y) uvazme nyni éislo 2’ = (¢ — 1 — z)p + (=1 — y)q. Je ziejmé, ze pokud
z je dobré je 2’ Spatné a naopak. Uvazime-li tedy 2’ + z = pg — p — ¢ = ¢, pak ¢ méd vlastnost
pozadovanou v a). Protoze 0 je nejmensi dobré ¢islo, ¢ je nejvétsi Spatné ¢islo. Odtud snadno: pocet

kladnych spatnych &isel je 3 - (c+ 1) = W.

6.5

Necht a, b, ¢, d jsou kladna &isla. DokaZte, Ze jedna z nasledujicich nerovnosti neplati.

a+b < c+d (1)
(a+b)(c+d) < ab+cd (2)
(a+b)ed < (c+d)ab (3)

Reseni. Pro libovolné z,y € RT plati (z — y)? > 0, tpravou (z 4 y)? > 4zy. Pzedpokladejme, ze plati

1 2
vSechny nerovnosti. Pak plati 4ab < (a + b)? (<) (a + b)(c + d) (<) ab + cd. Odtud 3ab < cd ().

3) 2
Podobné 4(a + b)cd (< dab(c+d) < (a + b)*(c + d) (<) (a + b)(ab + cd), odkud 3cd < ab (xx). Je
zfejmé, Ze nerovnosti (x), (**) jsou ve sporu.

6.6 Je dano n rlznych kladnych &isel a1, aq, ..., a,. Z nich jsou sestaveny viechny moZné soulty s libovolnym

pottem stitancd ( 1 aZ n), p¥itemZ v kazdém souttu se kazdé &islo vyskytuje nejvyse jednou. DokaZte,
n(n+1)
2

Ze mezi témito soulty je alespori navzajem rliznych Cisel.

Reseni. Bez tijmy na obecnosti muzeme predpoklédat a; < ag < --- < a,. Uvazme &isla

aq a2 R ) Ap—1 2%
a1 + an as + ap, e Qp_2 tan Ap—1 + ap,
a1+ ap—1+an az +ap-1+an ... Ap—2 +an-1+an

ar+az+---+ap az+---+ap
ar+az+---+an

VR o SRR s - <: n(n+l
Je ziejmé, ze ¢isla (Ctend po tédcich) jsou uspordddna vzestupné. Tim jsme nasli "(”T‘H

cisel.
.. . e, 1
Pozn. % je minimum nebof pro a; = i miZeme dostat nejvyse &islo %

ruznych

6.7

Mé&jme N lidi, ktefi se navzajem neznaji. DokaZte, Ze je Ize seznamit tak, aby Zadnfi tfi neméli stejny pocet
zndmych.

Reseni. Pokud je N liché, tak nejprve jednoho élobrdu oddéldme a nebudeme ho s nikym seznamovat.

Nyni nam v kazdém piipadé zbude sudy pocet lidi. Ty rozdélime do dvou skupin A a B o k lidech.
Lidi ve skupindch jednozna¢né oc¢islujme &isly od 1 do k. Nyni sezndmime kazdé dva lidi z riznych
skupin, jejichz soucet ¢isel je maximalné k+ 1. Pak ma i-ty ¢lovék v libovolné skupiné pravé k—i+1
znamych. Skupiny jsou dvé, tedy stejny pocet zndmych maji nanejvys dva lidé.




Tak nam skondéil zase jeden roénik BRKOSu.
Doufam, Ze jste s nim byli spokojeni. J4 osobné moc ne, protoze jej provazelo mnoho nepiesnosti a zdrzeni.
To posledni zdrzeni bylo zapri¢inéno problémy kolem terminu soustfedéni. V§e se vsak nakonec podatilo
zaridit a sousfedéni bude, i kdyz v ponékud netradi¢nim terminu. Pro vasi informaci: na soustiedeni pojede
20 Fesitelu.
Doufam, Ze ti co se na soustiedéni nedostanou to neodradi a budou BRKOS fesit i v nasledujicim skolnim
roce.

Vsem preji betelny prazdniny i to co bude néasledovat.

Za organizatory semindaie
Ondfej Klima



