
Řešeńı 6. série V. ročńıku BRKOSu

6.1 Na kružnici jsou dány pevně dva body A, B (A 6= B) a dále bod M , který prob́ıhá celou kružnici
(M 6= A, B). Ze sťredu K úsečky MB je vedena kolmice KP na p̌ŕımku MA (P ∈MA).
a) Dokažte,že p̌ŕımky KP procházej́ı jedńım bodem.
b) Nalezněte množinu bodů P .

Řešeńı. a) Označme C bod kružnice takový, že AC je jej́ım pr̊uměrem.
Necht’ nejdř́ıve B 6= C.Plat́ı |∠ABC| = |∠AMC| = 90◦ = |∠APK|. Odtud MC||KP . Vzhledem
k |MK| = |BK| zjǐst’ujeme, že př́ımka KP prot́ıná BC ve středu H. Tzn všechny př́ımky PK
procházej́ı bodem H.
Nyńı necht’ B = C, pak zřejmě všechny př́ımky procháźı bodem B.
b) Body P maj́ı tu vlastnost, že |∠APH| = 90◦( respektive P = M pokud B = C). Odtud zřejmě
plyne, že hledanou množinou bod̊u je kružnice nad pr̊uměrem AH( respektive AB), vyjma bod̊u
A, H( respektive A, B).

6.2 Dokažte, že do konvexńıho čty̌rúhelńıku o obsahu S a obvodu P je možné uḿıstit kruh o poloměru S/P .

Řešeńı. Dokážeme obecněǰśı tvrzeńı. Necht’ máme dán konvexńı n-úhelńık o stranách a1, a2, . . . , an,
obsahu S a obvodu P =

∑n
i=1 ai. Pak do něj lze umı́stit kruh s poloměrem S/P .

Důkaz. Namalujme si obdélńık o straně P a obsahu S ( druhá strana je tedy S/P ) a ”rozřežme” jej na
”proužky” ai×S/P . Každý takový proužek ”vlepme” na stranu n-úhelńıka ( směrem dovnitř). Tyto
proužky se budou por̊uznu překrývat, vyčuhovat ven apod. Vzhledem k tomu, že obsahy (obdélńıku
a n-úhelńıku) jsou stejné, budou některé body uvnitř n-úhelńıku nepokryté. Jakýkoliv nepokrytý
bod lze vźıt za střed kružnice o poloměru S/P , která celá lež́ı uvnitř n-úhelńıku.

6.3 Nad hranami AB, AC,AD čty̌rstěnu ABCD jsou sestrojeny koule. Dokažte, že koule pokrývaj́ı celý
čty̌rstěn.

Řešeńı. Označme H patu kolmice vedenou z bodu A na rovinu BCD. Podobně označme K, L,M paty
kolmic vedených z bodu A na př́ımky BC, CD, DB. Pak body H,K, M lež́ı na kouli nad hranou
AB a tedy jehlan ABKHM je uvnitř této koule. T́ım jsme hotovi nebot’, pokud H lež́ı uvnitř ABC
máme čtyřstěn rozdělen na tři jehlany, z nichž každý se ”schová” v jedné kouli, a pokud je H vně,
pak je čtyřstěn část́ı jehlanu ABCDH, který je opět rozdělen na tři, schované v jednotlivých kouĺıch.

6.4 Jsou dána nesoudělná celá č́ısla p > 0, q > 0. Celé č́ıslo n nazveme dobré, jestliže je možné napsat n ve
tvaru n = xp + yq, kde x, y ∈ N0 a špatným v opačném p̌ŕıpadě.
a) Dokažte, že existuje celé č́ıslo c, které má následuj́ıćı vlastnost: pro libovolné celé č́ıslo n je právě jedno
z č́ısel n, c− n dobré.
b) Kolik je všech kladných špatných č́ısel.

Řešeńı. Lemma: Necht’ p, q ∈ N nesoudělná. Pro libovolné celé z existuje právě jedna dvojice celých
č́ısel (x, y) taková, že z = xp + yq, 0 ≤ x ≤ q − 1.
Důkaz: Č́ısla 0·p, 1·p, 2·p, . . . , (q−1)·p dávaj́ı po děleńı q r̊uzné zbytky. Označme x ∈ {0, 1, 2, . . . , q−1}
takové, že z ≡ x · p (mod q ) ( je právě jedno). K tomuto x je již y jednoznačně určeno.
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Každému z přǐrad’me dvojici (x, y) z Lemmatu. Zřejmě jde o bijekci. Č́ıslo z je dobré právě tehdy,
když y ≥ 0. K č́ıslu z ≈ (x, y) uvažme nyńı č́ıslo z′ = (q − 1− x)p + (−1− y)q. Je zřejmé, že pokud
z je dobré je z′ špatné a naopak. Uváž́ıme-li tedy z′ + z = pq − p − q = c, pak c má vlastnost
požadovanou v a). Protože 0 je nejmenš́ı dobré č́ıslo, c je největš́ı špatné č́ıslo. Odtud snadno: počet
kladných špatných č́ısel je 1

2 · (c + 1) = (p−1)(q−1)
2 .

6.5 Necht’ a, b, c, d jsou kladná č́ısla. Dokažte, že jedna z následuj́ıćıch nerovnost́ı neplat́ı.

a + b < c + d (1)
(a + b)(c + d) < ab + cd (2)

(a + b)cd < (c + d)ab (3)

Řešeńı. Pro libovolné x, y ∈ R+ plat́ı (x− y)2 ≥ 0, úpravou (x + y)2 ≥ 4xy. Pžedpokládejme, že plat́ı

všechny nerovnosti. Pak plat́ı 4ab ≤ (a + b)2
(1)
< (a + b)(c + d)

(2)
< ab + cd. Odtud 3ab < cd (∗).

Podobně 4(a + b)cd
(3)
< 4ab(c + d) ≤ (a + b)2(c + d)

(2)
< (a + b)(ab + cd), odkud 3cd < ab (∗∗). Je

zřejmé, že nerovnosti (∗), (∗∗) jsou ve sporu.

6.6 Je dáno n r̊uzných kladných č́ısel a1, a2, . . . , an. Z nich jsou sestaveny všechny možné součty s libovolným
počtem sč́ıtanc̊u ( 1 až n), p̌ričemž v každém součtu se každé č́ıslo vyskytuje nejvýše jednou. Dokažte,

že mezi těmito součty je alespoň n(n+1)
2 navzájem r̊uzných č́ısel.

Řešeńı. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat a1 < a2 < · · · < an. Uvažme č́ısla

a1 a2 . . . an−2 an−1 an

a1 + an a2 + an . . . an−2 + an an−1 + an

a1 + an−1 + an a2 + an−1 + an . . . an−2 + an−1 + an

...
...

a1 + a3 + · · ·+ an a2 + · · ·+ an

a1 + a2 + · · ·+ an

Je zřejmé, že č́ısla (čtená po řádćıch) jsou uspořádána vzestupně. T́ım jsme našli n(n+1)
2 r̊uzných

č́ısel.
Pozn. n(n+1)

2 je minimum nebot’ pro ai = i můžeme dostat nejvýše č́ıslo n(n+1)
2 .

6.7 Mějme N lid́ı, ktěŕı se navzájem neznaj́ı. Dokažte, že je lze seznámit tak, aby žádńı ťri neměli stejný počet
známých.

Řešeńı. Pokud je N liché, tak nejprve jednoho člobrdu odděláme a nebudeme ho s nikým seznamovat.
Nyńı nám v každém př́ıpadě zbude sudý počet lid́ı. Ty rozděĺıme do dvou skupin A a B o k lidech.
Lidi ve skupinách jednoznačně oč́ıslujme č́ısly od 1 do k. Nyńı seznámı́me každé dva lidi z r̊uzných
skupin, jejichž součet č́ısel je maximálně k +1. Pak má i-tý člověk v libovolné skupině právě k− i+1
známých. Skupiny jsou dvě, tedy stejný počet známých maj́ı nanejvýš dva lidé.
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Tak nám skončil zase jeden ročńık BRKOSu.
Doufám, že jste s ńım byli spokojeni. Já osobně moc ne, protože jej provázelo mnoho nepřesnost́ı a zdržeńı.
To posledńı zdržeńı bylo zapř́ıčiněno problémy kolem termı́nu soustředěńı. Vše se však nakonec podařilo
zař́ıdit a sousředěńı bude, i když v poněkud netradičńım termı́nu. Pro vaši informaci: na soustředeńı pojede
20 řešitel̊u.
Doufám, že ti co se na soustředěńı nedostanou to neodrad́ı a budou BRKOS řešit i v následuj́ıćım školńım
roce.

Všem přeji betelný prázdniny i to co bude následovat.

Za organizátory semináře
Ondřej Kĺıma
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