Reseni 4. série V. rocniku BRKOSu

4.1 Na oblouku BC, kruZnice opsané rovnostrannému trojt]helnl'ku ABC, je zvolen bod P. Pfimky AP a BC'

se protinaji v bodé ). DokaZte, Ze IPQ\ = ‘PB‘ + |PC‘

Reseni. Ponévadz P € k je |ZBPC| = 120°, |ZQPC| = 60°. Na prodlouzeni CP za bodem P
uvazme bod B’ tak, ze |BP| = |B'P|. Je tedy ABB'P rovnostranny a proto QP||BB’. Plat{ L9l =

[PB] —
||§§,‘| = {ggl‘ Analogicky ozna¢ime C’ a odvodime vztahy }ﬁg{ |‘Pg‘| = Igg} Sec¢tenim dostaneme
pozadované.

4.2 'V konvexnim &tyfdhelniku ABC D maji strany AB a C'D stejnou velikost ( a nejsou rovnob&zné). DokaZzte,
Ze p¥imka, prochazejici sttedy stran BC a AD, svirda s pfimkami AB a C'D stejny thel.

Reseni. Oznacme M, N stiedy stran BC, AD. Bod D’ necht je takovy, ze BCDD' je rovnobéznik.
Bod P necht je stied AD’. Nyni |AB| = |CD| = |BD’|, z toho plyne, Ze BP je osa rovnoramenného
AABD'. Staci tedy dokdzat BP||M N, nebot pak je ziejmé, ze M N svirda s DC a AB stejny thel.

—_— — —_— —_—
Body P, M, N jsou stfedy stran, a proto plati: PN = %D’D = LBC = BM a tedy BMNP je
rovnobéznik.

N

4.3 Redte v R soustavu:

5

(x3+ x4 +25)° = 324
(x4 +x54+21)° = 329
(x5 4+ 21 +22)° = 3a3
(r1 + 29 +23)° = 34
(g + 23+ 24)° 3y

Reéeni. Soustava je cyklickd a proto muzeme predpokladat z1 > x; Vi € {2,3,4,5}. Ponévadz f(x) =
2% je rostouci, tak plati: 3z = (w4 + x5 + 21)° > (23 + T4+ r5)% = 371 tudiz x; = x9. Stejnym
zpusobem postupne dostaneme 1 = x5 = 3 = 14 = 5. Resime tedy rovnici (33@) = 3z, kterd ma

zFejmé tii feseni 0, L The é To jsou také feseni pocatecni ulohy.

4.4 Redlnd &isla x1,za,...,2, (n > 2) spliuji z; > 1 Vi € {1,2,...,n}. DokaZte, Ze plati
(22 —1)(z2 —=1)... (22 = 1) < (z129...2, — 1)?
a zjistéte kdy nastane rovnost.

Reseni. Lemma 1. Pro z > 1 plati (r —1)? < 22 — 1, kde rovnost nastavé pro x = 1.
Ditkaz: 2(x —1) > 0= 2?2 —2r+1<2? - 1= (z —1)2 <2? -1
Lemma 2. Pro o,y > 1 plati (2 — 1)(y% — 1) < (2y — 1)2, kde rovnost pro x = y.



Diikaz: (x —y)? > 0= 2%y?> — 22 — > + 1 <2%y? — 22y + 1= (22 — 1)(y? — 1) < (zy — 1)?
Nerovnost dokazeme indukei:
(i) n = 2 plati podle Lammatu 2, rovnost pro x; = x5

(i) (@2 —D)(22-1)... (22 -1 < (22— 1)(z2... 2, —1)2 < (@2 - 1) (23 ... 22 —1) < (2122 ... 2, — 1)?
kde prvni nerovnost je indukéni pfedpoklad, druhd plati podle Lemmatu 1 a tfeti podle Lemmatu

2.

Diskutujme nyni rovnost. Rovnost v poslednich dvou nerovnostech pokud 1y = 25 ... 2, = 1. Coz s
pocateéni podminkou xz; > 1 davd z1 =293 =--- =z, = 1.

Zéver: Rovnost a) n=2prox; =x2 b)n>2proxy =a9=---=x, = 1.

4.5 DokaZte pro libovolné a,b € RT nerovnost a? + 3ab + b> + vVab3 — a®b™' — b2a~! < 642

Reseni. Polozme k € RT; k = %. Dosazenim do nerovnosti za a = kb a podélenim b? ziskdme ekvi-
valentni nerovnost: 5k + k3 + % > 3k + vk + 1. Tuto nerovnost dokdzeme sectenim nésledujicich
A — G nerovnosti.

W4+ > 3ok L = 3k
i > 2\/@ = Vk
Bid > ek =k
k+4n = 24/k - 7% = 1

Protoze nemuze nastat v téchto nerovnostech soucastné rovnost, muzeme napsat vyslednou nerovnost
jako ostrou.

4.6 Naleznéte viechny polynomy p(z) s redlnymi koeficienty tak, aby
VeeR: z[plx+2)—p)—3[3px+2)—p)]=0

Reseni. Piepisme podminku do jiného tvaru (z—9)p(z+2)— (z—3)p(z) = 0. Postupné dostédvame: = =
3=p(5)=0,2=5=p(7) =0,z ="T7=p(9) =0. Je tedy ziejmé p(z) = (x —9)(x — 7)(z — 5)q(z),
kde g(x) je polynom s redlnymi koeficienty. Dosad'me toto vyjaddien{ do podminky, pak dostaneme
nasledujici rovnost (x — 9)(x — 7)(z — 5)(z — 3)[¢(x + 2) — q(z)] = 0 pro Vz € R. Odtud plyne, ze
q(z + 2) — g(z) je nulovy polynom, a tedy g(z) = a, a € R. Celkem zjistime, Ze polynomy spliiujici
podminku v zadan{ jsou tvaru p(z) = a- (z — 5)(x — 7)(z — 9), kde a je libovolné redlné ¢islo.

4.7 Necht a,b € N. DokaZte, Ze pokud ‘fbtbf je celé &islo, pak je rovno &islu 5.

Reseni. Nejdifve predesleme dva tvodni vypodty.

2 2 2 2
(i)c:aabtb1 >%22atedy023.

(ii)bzléc:%:%:a—kl—l—%é%€N=>a—1|2:>a:2\/a:3.Vob0u
piipadech je fbtbf =5.

Ozna¢me nynf{ pro ¢ € N : M, = {(a,b) € N*|a® + b> — abc + ¢ = 0}. Ukézeme, Ze c = 5.

Necht M, # 0. Uvazme (ag, by) € M, takovou dvojici ,ktera spliiuje ag > by a pro libovolnou dvojici

(a,b) € M. plati a +b > ag + by. ( Tato dvojice je timto jednoznacné definovéna. Protoze tohoto




faktu nevyuzijeme, nebudeme to zde dokazovat.)
Uvazme dale funkci f : R — R zadanou ptedpisem f(x) = 22 — bocx + b3 + c. Plati : f(ag) = 0.
2

Z Vietovych (Newtonovych) vztahu plyne, ze a’ = bgc — ag = b?l—;rc € N je druhy koten f. Tedy
(boc — ag,bg) € M. a podle vybéru (ag,by) mame ag < byc — ag. Tudiz ay je mensi z kotenu f (
popiipadé dvojndsobny kofen), a proto pro libovolné x < ag je f(z) > 0. Specidlné pro by dostavime
20% — b3c + ¢ > 0. Odtud s vyuzitim ¢ > 3 dostaneme 2b3 > c¢(bZ — 1) > 3b3 — 3. To plati pouze pro
by = 1. Podle (ii) tedy ¢ = 5.




