
Řešeńı 4. série V. ročńıku BRKOSu

4.1 Na oblouku BC, kružnice opsané rovnostrannému trojúhelńıku ABC, je zvolen bod P . Př́ımky AP a BC
se prot́ınaj́ı v bodě Q. Dokažte, že 1

|PQ| = 1
|PB| + 1

|PC| .

Řešeńı. Poněvadž P ∈ k je |∠BPC| = 120◦, |∠QPC| = 60◦. Na prodloužeńı CP za bodem P

uvažme bod B′ tak, že |BP | = |B′P |. Je tedy 4BB′P rovnostranný a proto QP ||BB′. Plat́ı |PQ|
|PB| =

|PQ|
|BB′| = |CQ|

|BC| . Analogicky označ́ıme C ′ a odvod́ıme vztahy |PQ|
|PC| = |PQ|

|CC′| = |BQ|
|BC| . Sečteńım dostaneme

požadované.

4.2 V konvexńım čty̌rúhelńıku ABCD maj́ı strany AB a CD stejnou velikost ( a nejsou rovnoběžné). Dokažte,
že p̌ŕımka, procházej́ıćı sťredy stran BC a AD, sv́ırá s p̌ŕımkami AB a CD stejný úhel.

Řešeńı. Označme M,N středy stran BC, AD. Bod D′ necht’ je takový, že BCDD′ je rovnoběžńık.
Bod P necht’ je střed AD′. Nyńı |AB| = |CD| = |BD′|, z toho plyne, že BP je osa rovnoramenného
4ABD′. Stač́ı tedy dokázat BP ||MN , nebot’ pak je zřejmé, že MN sv́ırá s DC a AB stejný úhel.
Body P,M, N jsou středy stran, a proto plat́ı:

−−→
PN = 1

2

−−→
D′D = 1

2

−−→
BC =

−−→
BM a tedy BMNP je

rovnoběžńık.

4.3 Řešte v R soustavu:

(x3 + x4 + x5)5 = 3x1

(x4 + x5 + x1)5 = 3x2

(x5 + x1 + x2)5 = 3x3

(x1 + x2 + x3)5 = 3x4

(x2 + x3 + x4)5 = 3x5

Řešeńı. Soustava je cyklická a proto můžeme předpokládat x1 ≥ xi ∀i ∈ {2, 3, 4, 5}. Poněvadž f(x) =
x5 je rostoućı, tak plat́ı: 3x2 = (x4 + x5 + x1)5 ≥ (x3 + x4 + x5)5 = 3x1 tud́ıž x1 = x2. Stejným
zp̊usobem postupně dostaneme x1 = x2 = x3 = x4 = x5. Řeš́ıme tedy rovnici (3x)5 = 3x, která má
zřejmě tři řešeńı 0, 1

3 ,− 1
3 . To jsou také řešeńı počátečńı úlohy.

4.4 Reálná č́ısla x1, x2, . . . , xn (n ≥ 2) splňuj́ı xi ≥ 1 ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}. Dokažte, že plat́ı

(x2
1 − 1)(x2

2 − 1) . . . (x2
n − 1) ≤ (x1x2 . . . xn − 1)2

a zjistěte kdy nastane rovnost.

Řešeńı. Lemma 1. Pro x ≥ 1 plat́ı (x− 1)2 ≤ x2 − 1, kde rovnost nastává pro x = 1.

D̊ukaz: 2(x− 1) ≥ 0⇒ x2 − 2x + 1 ≤ x2 − 1⇒ (x− 1)2 ≤ x2 − 1

Lemma 2. Pro x, y ≥ 1 plat́ı (x2 − 1)(y2 − 1) ≤ (xy − 1)2, kde rovnost pro x = y.
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D̊ukaz: (x− y)2 ≥ 0⇒ x2y2 − x2 − y2 + 1 ≤ x2y2 − 2xy + 1⇒ (x2 − 1)(y2 − 1) ≤ (xy − 1)2

Nerovnost dokážeme indukćı:

(i) n = 2 plat́ı podle Lammatu 2, rovnost pro x1 = x2

(ii) (x2
1−1)(x2

2−1) . . . (x2
n−1) ≤ (x2

1−1)(x2 . . . xn−1)2 ≤ (x2
1−1)(x2

2 . . . x2
n−1) ≤ (x1x2 . . . xn−1)2

kde prvńı nerovnost je indukčńı předpoklad, druhá plat́ı podle Lemmatu 1 a třet́ı podle Lemmatu
2.

Diskutujme nyńı rovnost. Rovnost v posledńıch dvou nerovnostech pokud x1 = x2 . . . xn = 1. Což s
počátečńı podmı́nkou xi ≥ 1 dává x1 = x2 = · · · = xn = 1.

Závěr: Rovnost a) n = 2 pro x1 = x2 b) n > 2 pro x1 = x2 = · · · = xn = 1.

4.5 Dokažte pro libovolné a, b ∈ R+ nerovnost a2 + 3ab + b2 +
√

ab3 − a3b−1 − b3a−1 < 6a2

Řešeńı. Položme k ∈ R+; k = a
b . Dosazeńım do nerovnosti za a = kb a poděleńım b2 źıskáme ekvi-

valentńı nerovnost: 5k2 + k3 + 1
k > 3k +

√
k + 1. Tuto nerovnost dokážeme sečteńım následuj́ıćıch

A−G nerovnost́ı.
2k2 + 2k2 + 1

4k ≥ 3 3

√
2k2 · 2k2 · 1

4k = 3k

k2 + 1
4k ≥ 2

√
k2 · 1

4k =
√

k

k3 + 1
4k ≥ 2

√
k3 · 1

4k = k

k + 1
4k ≥ 2

√
k · 1

4k = 1

Protože nemůže nastat v těchto nerovnostech součastně rovnost, můžeme napsat výslednou nerovnost
jako ostrou.

4.6 Nalezněte všechny polynomy p(x) s reálnými koeficienty tak, aby
∀ x ∈ R : x [ p(x + 2)− p(x)]− 3 [ 3p(x + 2)− p(x)] = 0

Řešeńı. Přepǐsme podmı́nku do jiného tvaru (x−9)p(x+2)−(x−3)p(x) = 0. Postupně dostáváme: x =
3⇒ p(5) = 0, x = 5⇒ p(7) = 0, x = 7⇒ p(9) = 0. Je tedy zřejmě p(x) = (x− 9)(x− 7)(x− 5)q(x),
kde q(x) je polynom s reálnými koeficienty. Dosad’me toto vyjádřeńı do podmı́nky, pak dostaneme
následuj́ıćı rovnost (x − 9)(x − 7)(x − 5)(x − 3)[q(x + 2) − q(x)] = 0 pro ∀x ∈ R. Odtud plyne, že
q(x + 2)− q(x) je nulový polynom, a tedy q(x) = a, a ∈ R. Celkem zjist́ıme, že polynomy splňuj́ıćı
podmı́nku v zadáńı jsou tvaru p(x) = a · (x− 5)(x− 7)(x− 9), kde a je libovolné reálné č́ıslo.

4.7 Necht’ a, b ∈ N. Dokažte, že pokud a2+b2

ab−1 je celé č́ıslo, pak je rovno č́ıslu 5.

Řešeńı. Nejdř́ıve předešleme dva úvodńı výpočty.
(i) c = a2+b2

ab−1 > a2+b2

ab ≥ 2 a tedy c ≥ 3.

(ii) b = 1 ⇒ c = a2+b2

ab−1 = a2+1
a−1 = a + 1 + 2

a−1 ⇒
2

a−1 ∈ N ⇒ a − 1|2 ⇒ a = 2 ∨ a = 3. V obou

př́ıpadech je a2+b2

ab−1 = 5.
Označme nyńı pro c ∈ N : Mc = {(a, b) ∈ N2|a2 + b2 − abc + c = 0}. Ukážeme, že c = 5.
Necht’ Mc 6= ∅. Uvažme (a0, b0) ∈Mc takovou dvojici ,která splňuje a0 ≥ b0 a pro libovolnou dvojici
(a, b) ∈ Mc plat́ı a + b ≥ a0 + b0. ( Tato dvojice je t́ımto jednoznačně definována. Protože tohoto
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faktu nevyužijeme, nebudeme to zde dokazovat.)
Uvažme dále funkci f : R → R zadanou předpisem f(x) = x2 − b0cx + b2

0 + c. Plat́ı : f(a0) = 0.
Z Vietových (Newtonových) vztah̊u plyne, že a′ = b0c − a0 = b20+c

a0
∈ N je druhý kořen f . Tedy

(b0c − a0, b0) ∈ Mc a podle výběru (a0, b0) máme a0 ≤ b0c − a0. Tud́ıž a0 je menš́ı z kořen̊u f (
popř́ıpadě dvojnásobný kořen), a proto pro libovolné x ≤ a0 je f(x) ≥ 0. Speciálně pro b0 dostáváme
2b2

0 − b2
0c + c ≥ 0. Odtud s využit́ım c ≥ 3 dostaneme 2b2

0 ≥ c(b2
0 − 1) ≥ 3b2

0 − 3. To plat́ı pouze pro
b0 = 1. Podle (ii) tedy c = 5.
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