Reseni 1. série V. rocniku BRKOSu

1.1 Je dan ¢tverec ABCD. Z vrcholu A ved me dvé& poloptimky AX a AY, které sviraji dhel 45°. Necht AX
protind stranu BC' v bod& E a uhlop¥icku BD v bodé P. Polop¥imka AY protind stranu C'D v bodé F
a uhlopfitku BD v bodé Q. Dokazte, ze AAEF je podobny AAQP a urlete pomér jejich obsahd.

Reseni. Vyuzijem vlastnosti obvodovych thli. |[ZQAE| = 45° = |ZQBE)| odtud plyne, ze body
A,B,E,Q lezi na kruznici. Ponévadz |ZABE| = 90° je také |ZAQE| = 90°. Vzhledem k tomu,
7e |/QAE| = 45°, AAQE je pravouhly rovnoramenny. Odtud ziejmé plyne |[AE| = v/2|AQ)|. Ana-
logicky se odvodi vztah |AF| = v/2|AP| z faktu, ze body A, D, F, P lezi na kruznici. Z odvozenych
vztahu plyne podobnost a také pomeér obsahu (kteryzto je 2).

1.2 Do kruznice s polomé&rem R je vepsan pravidelny pé&tithelnik A; A3 A3A4As. Dokazte, Ze |A1 A, -
|A1 As| = VBR2.

Reseni. Ziejmé |A;Ay| = 2Rsin36° = 4Rcos18°sin18° a také |A;As| = 2Rsin72° = 2R cos 18°
odtud dostdvdme |A; Ag| - |A1 Az| = 8R?sin 18°cos?18°. K celému ditkazu ndm chyb{ ”jen” ukdzat,
7e sin 18° = @. Pak jiz staci dosadit do predchéazejiciho vztahu za sin a cos a upravit.

Uvazme AABC takovy, ze |ZABC| = |[ZACB| = 72°, |AB| = |AC| = 1, |BC| = x. Déle uvazme
osu thlu u vrcholu B a ozna¢me na ni bod D strany AC. Ziejmé AABD je rovnoramenny a
navic AABC ~ ABCD. Odtud |AD| = |DB| = |BC| = z a |DC| = 2% Nyni vypoéitdme z:

1 =|AC| =|AD| + |DC| = z + x2. Tato rovnice ma kofeny z; o = %\/5, ovSem nas zajima pouze
kladny x = \/52_1. Z NABC spocitdme sin 18° = |A§C\ = @.

1.3 Najd&te minimdlni hodnotu vyrazu (x +y)(x + z), kde z, y, z jsou kladnd &isla spliiujici rovnost zyz(z +
y+z2)=1

Reseni. Ukdzeme dva zpusoby feSeni:

1)Vyuzijeme A-G nerovnosti (x +y)(x +2) =x(z+y+2) +yz > 2\/ayz(z +y + 2) =2
2)Polozme a =y + 2z, b=x+ 2, c =z + y a uvazme AABC o stranéch a, b, c. Z Heronova vzorce
pro obsah plyne S = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢) = 1 nebot s =z +2+y, s —a =z atd. Z druhé strany
plati S = $bcsina < 1be z éehoz dostavame (z + z)(z + y) > 2.

Zavér: Minimalni hodnota je 2 (Ize ji dostat napifklad volbou z = v2 — 1, y = z = 1).

1.4 Necht z, y, 2 € N a navic 2 a y jsou nesoudélna. Jestlize 22 + y? = z* pak soutin zy je délitelny 7.
DokaZte.

Reseni. Vyuzijeme jednoho poznatku o pythagorejskych éislech. Ponévadz (z,y) =1 existuji k,l € N
takovd, ze x = 2kl, y = k* — I? (popiipadé naopak), 22 = k? + (2, (k,]) = 1. Budeme dokazovat
sporem. Predpoklddejme, ze 7 nedélf 2kl(k? — I?) pak nutné téz nedélf kl a tedy k2,12 = 1,2, 4(mod
7). Protoze viak téz k% + 12 = 1,2,4(mod 7) dostavdme pouze moznost k? = (?(mod 7) a to je spor,
nebot pak 7|k? — 12 a tedy 7|zy.




1.5 V posloupnosti 1, 1, 1, 3, 5, 9, 17, 31, ... je kazdé &islo, polinaje ¢tvrtym, soultem t¥i bezprostfedné
predchazejicich &isel. Dokazte, Ze pro kazdé m > 2 jsou v této posloupnosti pravé t¥i nebo pravé ctyfi
m-~ciferna &isla.

Reseni. Oznaéme nasi posloupnost {ar}. Pak je ddna rekurentnim vztahem ag43 = agy2 + ar4+1 + ax
pro k € N. Porovndnim vztaht pro axi3 a agyo dostaneme rovnost ax4+3 = 2ar4+2 — ax—1 odkud
dostavame odhad ayy3 < 2ap42, kterého nyni vyuzijeme.

Necht a; < 101 < ak+1 (tzn ag41 je prvai m-ciferné ¢islo) pak plati:
Dagts < 2ap42 < dags1 < 8ap < 8- 101 < 10™ = ap+3 je m-ciferné.

2)ak+5 = =Tagy1 +6ax +4ag_1 > Tag+1 + 3 - 2ar > Tagy1 + 3ak+1 = 10ag1 > 10™ = ag45 je
jiz. (m + 1)-ciferné.

1.6 DokaZte, Ze rovnice 3a2 — 2b2 = 1 m4 v N nekonené& mnoho ¥edeni.

= , . o 2k+1 o, . ., o, , o
Reseni. Uvazme ¢islo (\/3 — \/5) * pro k € Ny. Pro rizna k je toto ¢islo ruzné, déle toto ¢islo se
da zapsat ve tvaru axV3 — bpv2 kde ar, by € N a navic jsou dvojice [ag,by] ruzné pro ruznd k.

Pokud si nyni uvédomime, ze (v/3 + \/§)2k+1 Ize psét ve tvaru apv/3 +bi\/2, pak je nasnade, ze plati
3a2 — 262 = (vV3a — vZbi)(VBax + v2h) = (V3 - VDT (VB v = 3 -2t = 1

Dvojice [a, bx] jsou FeSenim nasi rovnice pro Yk € N a tedy tato rovnice mé nekoneéné mnoho reseni.

1.7 Rozhodnéte, zda existuje ty¥élenna rostouci aritmetickd posloupnost, jeji# &leny jsou tvaru n*, kde k,
neN; k n>2.

Reseni. Existuje, napi. 732%; 52 - 732; 72 - 732; 733.
Mégjme aritmetickou posloupnost m;*t, ms2, ..., mp* (a1, ...an, > 2)kterd m4 diferenci d. Ozna¢me
s nejmensi spoleény ndsobek ¢&isel aq, ..., a celou posloupnost prondsobme (m,*" + d)°. Dosta-

neme novou posloupnost, ke které muzeme piidat novy ¢len, a kterd mé pozadovanou vlastnost.
Posloupnost vypada néasledovné:

a1 2

a((mnan +d)%m2) 7...,((Tnno‘" +d)ﬁmn)

Qn )S+1

((mn" + d)ailml) , (mp* +d

s difereci d(m,, + d)°. Popsany postup ndm ukazuje, Ze pro libovolné k € N existuje rostouci aritme-
ticka posloupnost o k ¢lenech.

Mili fesitelé
Protoze jsme si odpustili ivodni dopis, piSeme nyni nékolik organizac¢nich pfipominek.
BRnénsky KOrespondenéni Seminai organizuji studenti odborné matematiky Pifrodovédecké fa-
kulty MU.



Béhem roku se k vam dostane zadani celkem 6 sérii. Kazda série bude obsahovat 7 piikladu ruzné
obtiznosti. Za kazdy piiklad muzete ziskat 0 — 3 body, velmi zi{dkavé i 4 body (za origindlni feSenf).
Celkovy zisk Z v sérii je pak dédn vztahem:

7
b3
Z=1\ Lz? L kde

b; je pocet bodu za i-ty piiklad v dané sérii,

s=1,25""

r=p-—q, kde

p je rocnik studia ¢ je pravdivostni hodnota vyroku ,,Ijéastm’k neni studentem matematické t¥idy “.
Pokud bude Z > 3 pak dostanete prémiovy bod.

Tento systém hodnoceni, jak by vam potvrdil kazdy, kdo znd mocninné pruméry, zvyhodnuje feSitele
nizsich roéniku a studenty nematematickych tiid. Ke spravnému vyhodnoceni tedy potiebujeme o kazdém
resiteli védét, ktery ro¢nik navstévuje a zda je studentem matematické tiidy. Tyto udaje ovSem nemame
k dispozici. Proto prosime ty, co ndm je neposlali, aby tak uéinili.

Vratme se k popisu BRKOSu. Poté co vami napsané feseni opravime, posleme vam je zpét. Priddme
vzorova FeSeni, zadani nové série a vysledkovou tabulku. To jsme popsali zpusob jakym si predstavujeme,
7e bude BRKOS fungovat a nyni k realité. Na zac¢atek nového roéniku se vyskytly mensi problémy(
nemédme udaje o vSech Fesitelich, ,tiskaiskd“ chyba v zaddni 2. série) a jeden problém vétsi( distribuce
zadédn{). Proto jsme se rozhodli k témto zméndm:

(i) posuneme termin odesldni 2. série na 11.11.1995

(ii) po 1. sérii nebudeme posilat vysledkovou listinu. (Posleme ji zdroven s opravenou 2. sérii.)
Zdtraznéme, ze toto jsou tpravy tykajici se pouze 1. série. Dale uz bude BRKOS fungovat podle vyse
nastinéného schématu.

Doufédme, ze se vdm néds seminai bude libit a pfejeme mnoho tspéchli nejen pii feSeni seminéfe.

Za organizatory Ondrej Klima

P.S. Opét se muzete tésit na zdvéreéné soustiedéni.

4 7z 5 matematiku doporucujf:
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