
Řešeńı 1. série V. ročńıku BRKOSu

1.1 Je dán čtverec ABCD. Z vrcholu A ved’me dvě polop̌ŕımky AX a AY , které sv́ıraj́ı úhel 45◦. Necht’ AX
prot́ıná stranu BC v bodě E a uhlop̌ŕıčku BD v bodě P . Polop̌ŕımka AY prot́ıná stranu CD v bodě F
a uhlop̌ŕıčku BD v bodě Q. Dokažte, že 4AEF je podobný 4AQP a určete poměr jejich obsahů.

Řešeńı. Využijem vlastnosti obvodových úhl̊u. |∠QAE| = 45◦ = |∠QBE| odtud plyne, že body
A,B,E,Q lež́ı na kružnici. Poněvadž |∠ABE| = 90◦ je také |∠AQE| = 90◦. Vzhledem k tomu,
že |∠QAE| = 45◦, 4AQE je pravoúhlý rovnoramenný. Odtud zřejmě plyne |AE| =

√
2|AQ|. Ana-

logicky se odvod́ı vztah |AF | =
√

2|AP | z faktu, že body A, D, F , P lež́ı na kružnici. Z odvozených
vztah̊u plyne podobnost a také poměr obsah̊u (kterýžto je 2).

1.2 Do kružnice s poloměrem R je vepsán pravidelný pětiúhelńık A1A2A3A4A5. Dokažte, že |A1A2| ·
|A1A3| =

√
5R2.

Řešeńı. Zřejmě |A1A2| = 2R sin 36◦ = 4R cos 18◦ sin 18◦ a také |A1A3| = 2R sin 72◦ = 2R cos 18◦

odtud dostáváme |A1A2| · |A1A3| = 8R2 sin 18◦cos218◦. K celému d̊ukazu nám chyb́ı ”jen” ukázat,
že sin 18◦ =

√
5−1
4 . Pak již stač́ı dosadit do předcházej́ıćıho vztahu za sin a cos a upravit.

Uvažme 4ABC takový, že |∠ABC| = |∠ACB| = 72◦, |AB| = |AC| = 1, |BC| = x. Dále uvažme
osu úhlu u vrcholu B a označme na ńı bod D strany AC. Zřejmě 4ABD je rovnoramenný a
nav́ıc 4ABC ∼ 4BCD. Odtud |AD| = |DB| = |BC| = x a |DC| = x2. Nyńı vypoč́ıtáme x:
1 = |AC| = |AD|+ |DC| = x+ x2. Tato rovnice má kořeny x1,2 = −1±

√
5

2 , ovšem nás zaj́ımá pouze
kladný x =

√
5−1
2 . Z 4ABC spoč́ıtáme sin 18◦ =

x
2
|AC| =

√
5−1
4 .

1.3 Najděte minimálńı hodnotu výrazu (x+y)(x+ z), kde x, y, z jsou kladná č́ısla splňuj́ıćı rovnost xyz(x+
y + z) = 1.

Řešeńı. Ukážeme dva zp̊usoby řešeńı:

1)Využijeme A-G nerovnosti (x+ y)(x+ z) = x(x+ y + z) + yz ≥ 2
√
xyz(x+ y + z) = 2

2)Položme a = y + z, b = x + z, c = x + y a uvažme 4ABC o stranách a, b, c. Z Heronova vzorce
pro obsah plyne S =

√
s(s− a)(s− b)(s− c) = 1 nebot’ s = x+ z+ y, s−a = x atd. Z druhé strany

plat́ı S = 1
2bc sinα ≤ 1

2bc z čehož dostáváme (x+ z)(x+ y) ≥ 2.

Zavěr: Minimálńı hodnota je 2 (lze ji dostat např́ıklad volbou x =
√

2− 1, y = z = 1).

1.4 Necht’ x, y, z ∈ N a nav́ıc x a y jsou nesoudělná. Jestliže x2 + y2 = z4 pak součin xy je dělitelný 7.
Dokažte.

Řešeńı. Využijeme jednoho poznatku o pythagorejských č́ıslech. Poněvadž (x, y) = 1 existuj́ı k, l ∈ N
taková, že x = 2kl, y = k2 − l2 (popř́ıpadě naopak), z2 = k2 + l2, (k, l) = 1. Budeme dokazovat
sporem. Předpokládejme, že 7 neděĺı 2kl(k2 − l2) pak nutně též neděĺı kl a tedy k2, l2 ≡ 1, 2, 4(mod
7). Protože však též k2 + l2 ≡ 1, 2, 4(mod 7) dostáváme pouze možnost k2 ≡ l2(mod 7) a to je spor,
nebot’ pak 7|k2 − l2 a tedy 7|xy.
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1.5 V posloupnosti 1, 1, 1, 3, 5, 9, 17, 31, . . . je každé č́ıslo, poč́ınaje čtvrtým, součtem ťŕı bezprosťredně
p̌redcházej́ıćıch č́ısel. Dokažte, že pro každé m ≥ 2 jsou v této posloupnosti právě ťri nebo právě čty̌ri
m-ciferná č́ısla.

Řešeńı. Označme naši posloupnost {ak}. Pak je dána rekurentńım vztahem ak+3 = ak+2 + ak+1 + ak
pro k ∈ N. Porovnáńım vztah̊u pro ak+3 a ak+2 dostaneme rovnost ak+3 = 2ak+2 − ak−1 odkud
dostáváme odhad ak+3 < 2ak+2, kterého nyńı využijeme.

Necht’ ak < 10m−1 ≤ ak+1 (tzn ak+1 je prvńı m-ciferné č́ıslo) pak plat́ı:

1)ak+3 < 2ak+2 < 4ak+1 < 8ak < 8 · 10m−1 < 10m ⇒ ak+3 je m-ciferné.

2)ak+5 = · · · = 7ak+1 + 6ak + 4ak−1 > 7ak+1 + 3 · 2ak > 7ak+1 + 3ak+1 = 10ak+1 ≥ 10m ⇒ ak+5 je
již (m+ 1)-ciferné.

1.6 Dokažte, že rovnice 3a2 − 2b2 = 1 má v N nekonečně mnoho řešeńı.

Řešeńı. Uvažme č́ıslo (
√

3−
√

2)
2k+1

pro k ∈ N0. Pro r̊uzná k je toto č́ıslo r̊uzné, dále toto č́ıslo se
dá zapsat ve tvaru ak

√
3 − bk

√
2 kde ak, bk ∈ N a nav́ıc jsou dvojice [ak, bk] r̊uzné pro r̊uzná k.

Pokud si nyńı uvědomı́me, že (
√

3 +
√

2)
2k+1

lze psát ve tvaru ak
√

3+bk
√

2, pak je nasnadě, že plat́ı
3a2
k − 2b2k = (

√
3ak −

√
2bk)(

√
3ak +

√
2bk) = (

√
3−
√

2)
2k+1

(
√

3 +
√

2)
2k+1

= (3− 2)2k+1 = 1.

Dvojice [ak, bk] jsou řešeńım naš́ı rovnice pro ∀k ∈ N a tedy tato rovnice má nekonečně mnoho řešeńı.

1.7 Rozhodněte, zda existuje čty̌rčlenná rostoućı aritmetická posloupnost, jej́ıž členy jsou tvaru nk, kde k,
n ∈ N; k, n ≥ 2.

Řešeńı. Existuje, např. 732; 52 · 732; 72 · 732; 733.

Mějme aritmetickou posloupnostm1
α1 ,m2

α2 , . . . ,mn
αn (α1, . . . αn ≥ 2),která má diferenci d. Označme

s nejmenš́ı společný násobek č́ısel α1, . . . αn a celou posloupnost pronásobme (mn
αn + d)s. Dosta-

neme novou posloupnost, ke které můžeme přidat nový člen, a která má požadovanou vlastnost.
Posloupnost vypadá následovně:

((mn
αn + d)

s
α1m1)

α1
, ((mn

αn + d)
s
α2m2)

α2
, . . . , ((mn

αn + d)
s
αnmn)

αn
, (mn

αn + d)s+1

s diferećı d(mn + d)s. Popsaný postup nám ukazuje, že pro libovolné k ∈ N existuje rostoućı aritme-
tická posloupnost o k členech.

Miĺı řešitelé
Protože jsme si odpustili úvodńı dopis, ṕı̌seme nyńı několik organizačńıch připomı́nek.
BRněnský KOrespondenčńı Seminář organizuj́ı studenti odborné matematiky Př́ırodovědecké fa-

kulty MU.
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Během roku se k vám dostane zadáńı celkem 6 séríı. Každá série bude obsahovat 7 př́ıklad̊u r̊uzné
obt́ıžnosti. Za každý př́ıklad můžete źıskat 0 − 3 body, velmi zř́ıdkavě i 4 body (za originálńı řešeńı).
Celkový zisk Z v sérii je pak dán vztahem:

Z =
s
√∑7

i=1 b
s
i

7
, kde

bi je počet bod̊u za i-tý př́ıklad v dané sérii,
s = 1, 25−r

r = p− q, kde
p je ročńık studia q je pravdivostńı hodnota výroku ”Účastńık neńı studentem matematické tř́ıdy“.
Pokud bude Z ≥ 3 pak dostanete prémiový bod.

Tento systém hodnoceńı, jak by vám potvrdil každý, kdo zná mocninné pr̊uměry, zvýhodňuje řešitele
nižš́ıch ročńık̊u a studenty nematematických tř́ıd. Ke správnému vyhodnoceńı tedy potřebujeme o každém
řešiteli vědět, který ročńık navštěvuje a zda je studentem matematické tř́ıdy. Tyto údaje ovšem nemáme
k dispozici. Proto prośıme ty, co nám je neposlali, aby tak učinili.

Vrat’me se k popisu BRKOSu. Poté co vámi napsané řešeńı oprav́ıme, pošleme vám je zpět. Přidáme
vzorová řešeńı, zadáńı nové série a výsledkovou tabulku. To jsme popsali zp̊usob jakým si představujeme,
že bude BRKOS fungovat a nyńı k realitě. Na začátek nového ročńıku se vyskytly menš́ı problémy(
nemáme údaje o všech řešiteĺıch, ”tiskařská“ chyba v zadáńı 2. série) a jeden problém větš́ı( distribuce
zadáńı). Proto jsme se rozhodli k těmto změnám:

(i) posuneme termı́n odesláńı 2. série na 11.11.1995
(ii) po 1. sérii nebudeme pośılat výsledkovou listinu. (Pošleme ji zároveň s opravenou 2. séríı.)

Zd̊urazněme, že toto jsou úpravy týkaj́ıćı se pouze 1. série. Dále už bude BRKOS fungovat podle výše
nast́ıněného schématu.

Doufáme, že se vám náš seminář bude ĺıbit a přejeme mnoho úspěch̊u nejen při řešeńı semináře.

Za organizátory Ondřej Kĺıma

P.S. Opět se můžete těšit na závěrečné soustředěńı.

4 z 5 matematik̊u doporučuj́ı:
”ŘEŠTE BRKOS ”
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