Reseni 3. série III. rocniku BRKOSu

3.1 Mé&jme n&kolik nenulovych &isel. S &isly provadime nasledujici operaci: vybereme dvé &isla a, b a nahradime
je &isly a +b/2, b — a/2. DokaZte, Ze jiz nikdy nedostaneme plvodni soubor.

Uvazte soucet ¢tvercu puvodnich a novych ¢isel.

3.2 DokaZte, Ze rovnice
(z+y+2)?=2+y*+2°

ma nekoneZn& mnoho Yedeni (z,vy,2) v Z3, kde z, y, 2, po dvou nesoud&lnd. Kolik je takovych Yedeni,
kde z = 19937

Rovnice je ziejmé ekvivalentni rovnici zy + yz + zx = 0, tedy z(y + z) = —yz a tedy z|yz, obdobneé
ylzx, z|zy ¢ili éisla z, y, z nemohou byt po dvou nesoudélnd nebo jsou vechna rovna 1 a nespliuji
nasi rovnici. Rovnice nem4 Z4dné fesen{ pro (z,y,2) € Z3, tedy neméa ani fesen{ pro z = 1993.

3.3 a) Dokazte, Ze pro libovolné a € N (a # 1) md rovnice

T Yy a
alespoii t¥i YeSeni v N2.

b) Urcete kolik ¥eSeni ma dand rovnice pro a = 1993.

a) Dan4 rovnice m4 tolik feSeni, kolik existuje kladnych déliteli a?. Je totiz
1,1 _ 1 2 _
sty =aead =@-a(y—a) )
Tedy (z — a)|a? a kazdy délitel a® uréuje pravé jedno feseni. Cisla 1, a, a? jsou rizn{ délitelé a.
b) Protoze 1993 je prvoéislo, tak 1, 1993, 19932 jsou jedinymi déliteli 19932 a rovnice ma praveé tii
feSendi.
3.4 DokaZte ?e a, b, ¢ € R nerovnost
a’ b3 c? a+b+c
+ + >
a?+ab+b2  V2+bc+c2 2+ ca+ a? 3

Vsimnéme si, ze

3 b33 3_ 3
aza:i-ab+b2 + 1)2—&-170(—:‘,-c2 + c23-ac(—li-a2 =a—btb-ctc—a=0

Budeme tedy dokazovat ekvivalentni nerovnost:

1 ¢13+b3 b3+c3 c3+a3 a+b+c
2(a2+ab+b2 + b2 +be+c? + 02+ac+a2) 2 3



2 2 3,3
Vx,y€R+:2(x—y)220:>3x2+3y2—3xy2x2+y2+xy:%2%@%ZIT“’

Postupnou volbou a, b, ¢ za z, y dostaneme se¢tenim pozadované.

3.5 V AABC lezi bod M na strané AB a bod N na stran& BC. Bod O je prisetikem tsetek CM a AN.
Plati, ze |AM| + |AN| = |CM| + |CN)|. Dokazte, ze |AO| + |AB| = |CO| + |CB|.

Tuto tlohu se nikdo nefesil!

Nejprve jedno tvrzeni bez dukazu: méjme AXY Z a uvazme kruznici piipsanou ke strané Y Z (dotyka
se strany Y'Z a v bodech T', T piimek XY, X Z, lez{ vné trojuhelnika). Pak 2| XT| = 2| XT'| = oxy z.
Takze

|[AM|+ |AN| = |CM|+ |CN| = |BM| + |BN| + |AM| + |AN| = |BM| + |BN| + |CM| + |CN| =
OABN = OCMB

Uvéazime-li kruznici k; pripsanou AABN ke strané AN a kruznici ko pripsanou ACM B ke strané
CM, pak ziejmé 2|BTy| = oapn = ocup = 2|BTs|, tedy k1 = k2 a mdme kruznici k& (T bod
dotyku s AB), kterd se dotyka primek AB, AN, CM, CB, pfitom je také pripsand AAMO, tedy
2|MT| = oamo = |OM| + |MA| + |AO|, ale také 2|MT| = 2|BT|—2|MB| = |CB|+ |CM|— |BM|
a dostavame hledané 0 = 2|MT| — 2|MT| = |CB| + (|CM| — |OM|) — (|BM| + |M A|) — |AO| =
|CB| +|CO| — |AB| — |AO|.

3.6 Mg&jme rovnoramenny pravouhly AABC' s pravym thlem u vrcholu C. Na stranidch AC a BC jsou dany
body D, E tak, ze |CD| = |CE|. ProdlouZeni kolmic spust&nych z D a C na p¥imku AFE protinaji AB
v bodech K a L. Dokazte, e |KL| = |LB|.

Na prodlouzeni AC' za bodem C sestrojme bod M tak, ze |C M| = |DC|. Potom AACE po otofeni
0 90° kolem C davd ABMC, tedy DK||CL||M B a z podobnosti plyne |KL| = |LB].

3.7 Z klobouku, ve kterém je r kouli ocislovanych od 1 do r, n-krat vytdhneme z klobouku jednu kouli a ddme
ji zpé&t. Jakd je pravdépodobnost, Ze soulet &isel na vytaZenych koulich je s?
Nejprve zjistéme, kolika zpusoby muzeme vytdhnout soucet s. Téch je zjevné tolik, kolik je zpusobu
rozmisténi P(s,n,r) s koul{ do n prihradek tak, aby v kazdé prihrddce byla alespon jedna koule a v
z&dné nebylo vice jak r kouli. Neomezujeme-li pocet koulf v piihradkach shora, mame (3~}) zptisobt
(uvézime s — n kouli a n — 1 zardzek). Oznacime-li jesté A; mnozinu téch rozdéleni, ve kterych je v
i-té prihradce vice nez r kouli, mame

s—1
n—1

P(s,n,r)—< >_A1UA2U"‘UAn|.

7 principu inkluze a exkluze dostavame:
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ifmn , n—ri—1
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kde jsme posledni vztah ziskali ,,odebranim * dalsich ri kouli z ,, pfeplnénych “ pfihradek, navic <§) =0

pro z < y. Tedy celkem
= (n\ (n—ri—1
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