Reseni 5. série II. rocniku BRKOSu

5.1 Dokazte, Ze pro libovolné p¥irozené n existuje &islo, sestavené pouze z cifer 1 a 2, dé&litelné 2.

Priklad 1ze snadno vyftesit matemetickou indukei:

1) pro n=1 je hledanym ¢islem dvojka.

2) Mgjme ¢islo X sestavené pouze z jednicek a dvojek délitelné 2. Piedepsdnim ¢islice 1 nebo 2
(podle zbytku X po délenf 2"*1) pred é&fslo X dostaneme &fslo slozené ze samych jednicek a
dvojek délitelné 271,

5.2 DokaZte, Ze jestli p, g, 7 jsou racionalni &isla a plati: (p+q+7)? = p*>+q>+r2, potom (1+p?)(1+¢2)(1+72?)
je druhou mocninou racionédlniho ¢&isla.
Vsichni Fesitelé snadno prokoukli chybu v zadédni a tvrzeni vyvratili (stacilo volit p = ¢ = 1, coz dé:
s=+/(1+p?)(1+¢?)(1 +r2) = V2, coz neni racionaln{ ¢fslo ). Néktet{ dokonce opravili podminku
v zadani na p®> + ¢2 + 12 +2 = (p + q + r)?, coz po dpravé na 1 = pq + qr + rp povede k s =
V(g+p)Pp+r)?r+a?eQ.

5.3 Cty¥i vesnice le#i ve vrcholech &tverce o strang 2 km. Vesnice jsou spojeny cestami tak, ¥e z kazdé se lze
dostat po cesté do libovolné jiné. MiZe byt délka celkova délka cest mensi nez 5,5 km?

Muze. Viz obréazek:
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5.4 DokaZte, Ze pro libovolna kladnd a, b, ¢ plati:

\/@2—ab+b2+\/b2—bc—|—c2 > \/a2+ac—|—c2

Sestrojme ¢tyithelnik OABC tak, aby |ZAOB| = 60° = |£ZBOC]|, |AO| = b, |BO| = b, |CO| =
c. Potom vypoctem: |[AB| = va?+b? —ab, |BC| = Vb2 + 2 —be, |AC| = Va? + 2+ ac, coz
dosazenim do trojihelnikové nerovnosti |AB| + |BC| > |AC| d4 pozadovanou nerovnost. Rovnost
nastane, kdyz Saop + Spoc = Saoc, to je pro 1/c = (1/a)(1/b).



5.5 Posloupnost {r,}52, je ddna takto: r; =2, rypq =71 79 -+ -1, + 1. DokaZte Ze

ZkuSenym Fesitelum necinila tato loha potize a schuti ji pFevalcovali matematickou indukei. Stacilo
jenom vyecitit, ze (% + et %) =1- ﬁ, a pak uz neni co fesit.

5.6 Kolik existuje riiznych celych &isel, které Ize zapsat ve tvaru a — a*, kde a je n-ciferné &islo (10"~ < a <
10™), a* vzniklo zapisem cifer &isla a v obrdceném potadi?

Pfi feseni si budeme poéinat stejné mazané, jako to ve svych Fesenich predvedli Marta Bedndrova (

Brno ) a Pavel Gaspar ( B. Bystrica ), ktef{ jako jedini obdrzeli plny bodovy zisk.

Bud ¢ = ap_1-10"""4a,_o-10""2 4. . +ag,a* =ap-10""'+a;-10" 2+ -a,_1, kde n > 2. Pak

a—a*=10""1"(an_1 —ag) +10" 2 (ap_2 — a1) + -+ + 10 (a1 — an—2) + (ap — ap—1) Upravou:
—_— —

d1 dg —d2 _dl
a—a* =di (10" — 1) + da(10" 72 = 10) + - - + dp, (10" F — 10%~1), (1)

kde k =n/2 pro sudé n, k = (n — 1)/2 pro liché n, d; = an_; — a;_1. Nebot 1 < a,_1 <9, 0 < ao,
aty-..,0n—2 < 9) pak
—8<dy <9, -9<dy, d3,...,dp <9 (2)

7Z (1) a (2) plyne, ze nejvyssi mozny pocet hledanych cisel je 18 - 19571, Je viak tieba dokazat, ze
dy, da,...,d; uréi (a — a*) jednoznacné.
Necht dy, da,...,dg a dy, dj,...,d) splauji (1). Polozme r; = d; — d}, pak

0=r(10"71 = 1) +7r5(10"72 = 10) + - - - + 7 (10" 7% — 10*71) (3)
Zrejme |ri|, |r2|, ..., |rk| < 18. Jestlize 1 # 0, nutné r; = £10. Potom 10"~1 — 1 = |ro(10"3 —
)+ (1077 F=1 — 10572 < 18- (1073 4+ 10" "% + ... +1) < 2-10"2, coz vSak pro n > 2 nenf
splnéno, proto r; = 0. Nyni analogicky pro 73, r3,...,rs. Tedy nakonec r1 =19 =--- =1 = 0, tzn.

d; = d’ pro vsechna i. Poznamenejme jesté, ze pro n = 1 je hledané ¢islo jediné.
i ) J

5.7 Mg&jme N lidi, ktefi se navzajem neznaji. DokaZte, Ze je Ize sezndmit tak, aby Zadni t¥i neméli stejny polet
zndmych.
Zhruba podle M.Necesala Pokud je n liché, tak nejprve jednoho ¢lobrdu oddélame a nebudeme ho s
nikym seznamovat. Nyni nam v kazdém ptipadé zbude sudy pocet lidi. Ty rozdélime do dvou skupin
A a B o k lidech (drzim oznac¢eni z 5.6). Lidi ve skupindch jednoznacné ocislujme ¢isly od 1 do k.
Nyni sezndmime kazdé dva lidi z riznych skupin, jejichz soucet ¢isel je maximalné k+ 1. Pak m4 i-ty
¢lovék v libovolné skupiné praveé k — ¢ + 1 zndmych. Skupiny jsou dvé, tedy stejny pocet zndmych
maji nanejvys dva lidé.



