BRnénsky KOrespondenéni Seminar

XXX. ro¢nik
2023/2024



XXX. ro¢nik BRKOS 2023/2024

Pomocny text ke 3. sérii

I TEORIE GRAFU VAN

autor: Tonda

Od pradavna si lidé kladli spoustu zaludnych otazek, napfiklad, jestli existuje po-
smrtny Zivot, zda je Zivot na jiné planeté neZ na Zemi, ¢i jestli bude nékdy mozZné ces-
tovat casem. Na tyto otazky vam bohuzel neodpovim, ale nezoufejte, aspon se v tomto
textu dozvite néco malo o teorii graft.

Asi kazdy z vas nékdy slysel slovo graf. At uz jste vidéli kolacové ¢i sloupcové grafy,
nebo grafy funkci, ¢i snad dokonce grafy, o kterych se v této sérii budeme bavit. Nez
za¢neme, rad bych tedy jesté upfesnil, ze kolacové a ostatni grafy pro tentokrat hodime
stranou a prejdéme tedy k tomu, jakymi Ze grafy se budeme zabyvat :).

Graf

V prvni casti si definujeme pojem grafu, ukazeme si rizné typy grafii, par zakladnich
vlastnosti a kras, dale budeme zkoumat vSemozné koncepty, které se na grafech zkoumat
daji. Pfejdéme tedy rovnou Supem k definici.

Definice. Necht V jelibovolna neprazdna kone¢na mnozina, E je libovolna podmnozina
dvouprvkovych podmnozin mnoziny V. Dvojici (V, E) nazyvame graf. Prvkiim mnoziny
V tikame vrcholy, prvkiim E hrany.

Zni to podivné, zZe? Nezoufejte, nic na tom neni. Zkratka tahle definice fika tfeba to,
ze vrcholy jsou néjaké body v roviné a hrany jen ¢ary mezi nimi.

Tteba takhle muze graf vypadat. Nékdy je takovy graf oznacovan jako neorientovany
graf, protoze dva rtizné vrcholy jsou bud propojeny, nebo ne, neni mozné aby vrchol a
byl propojen s vrcholem b, zatimco vrchol b nebyl propojen s vrcholem a. I takové grafy
se daji zavést, jednoduse by v definici muselo E byt libovolna podmnozina kartézského
soucinu V x V, ale orientovanym grafiim se vénovat nebudeme.
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Mezi dvéma vrcholy nemuze vést vice nez jedna hrana! Zaroven nemuze vést z vr-
cholu hrana nékam do neznama a nemuze byt vrchol propojen hranou sam se sebou.
Tohle vSe sice plyne z definice, ale hodi se to zdtraznit.

Musim pfiznat, Ze vétsina vysokoskolské teoretické matematiky v bézném zivoté moc
vyuziti nepozna. Co je ale krasné je to, ze existuji odvétvi, kterd maji nejen spoustu teo-
retickych myslenek, ale vyznamné presahuji i do realného Zivota. A teorie grafi mezi ta-
kové rozhodné patii. Pfedstavte si silnice mezi mésty, ach, hned mate vrcholy a hrany! Z
teoretickych poznatki teorie graf plyne napriklad, jak dopravu zefektivnit. Pfredstavte
si stoZzary a mezi nimi natazené draty. Co vidite? ANO! GRAF! Zkratka grafy jsou vsude
kolem vas, i tam kde byste je necekali, a Sikovni matematici pomoci teorie grafi usnad-
nuji spoustu praktickych problémi ze Zivota kazdého z nés. Ted se ale vratime zpét na
zem, a zacneme hezky od zacatku.

Podivejme se nyni na par zakladnich typu grafa, které jsou ¢asto pouzivany.

Uplny graf: Uplny graf je takovy graf, kde E je celd mnozina véech dvouprvkovych
podmnozin. V praxi to znamena, ze kazdy vrchol je spojen se véemi ostatnimi. Tento graf
znacime K,;, kde n je pocet jeho vrcholt. Zde si prohlédnéte uplny graf K.

Bipartitni graf: Bipartitni graf je takovy graf, pro ktery mnoZina V je sloZena ze dvou
disjunktnich neprazdnych mnozin a kazda hrana vede mezi vrcholem z jedné mnoziny
do vrcholu z druhé mnoziny. Specialnim pfipadem je Gplny bipartitni graf, kde kazdy
vrchol z jedné mnoziny je spojen s kazdym vrcholem z mnoziny druhé. Uplny bipartitni
graf se znaci K, ,,, kde m, n udavaji pocty vrcholti ve dvou zminovanych mnoZinach. Pro
lepsi pochopeni jdu vytvofit obrazek Ks 3:).
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)

Cyklus: Mohl bych zde popsat definici cyklu, ale asi nejjednodusi bude ukazat ob-
razek, ze kterého kazdy pochopi, co je cyklus. Uvedu jen, Ze se znaci C,, kde n je pocet
vrcholt (ale i hran) tohoto cyklu. Nékdy se také cyklus nazyva kruznice. Na obrazku nize
vidite Cy

Cesta: Cesta P, je graf na n vrcholech, ktery vypadéa nasledovné:

Na obrazku je tedy graf P;. Obc¢as byva matouci, ze se tomuto grafu fika cesta délky
3, protoze ma 3 hrany. Obecné tedy cesta délky n je P,,.

To by asi mohlo stacit jako zacatecni vycet riznych grafi. Budeme chtit zkoumat
néjaké vlastnosti a krasy. Nez vSak budeme moct zacit, potfebujeme jesté par definic a
trochu teorie. Kdo uz zna néco malo o teorii grafi, mtze nasledujici ¢ast velice rychle
prolétnout a vrhnout se aZ na zajimavéjsi sekce.

Kdy jsou dva grafy "stejné?"

Z nasi definice grafu je patrné, Ze mnozina vrchold V neni nijak vyraznéji specifiko-
vana, krom toho, Ze je neprazdna a konec¢na. Pfedstavte si, Ze si v roviné nakreslite dva
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body a spojite je useckou. Poté zvolite jiné dva body a spojite je. Dle definice jde o razné
grafy, protoze se jedné o jinou mnozinu vrchold. Cisté jako grafy viak maji Gplné stejné
vsechny vlastnosti. Je proto pomérné dulezité si umét rict, kdy dva grafy povazujeme za
stejné a vysvétlit si, Ze potom vibec nebude zalezet na tom, jak si do roviny zakreslime
vrcholy a hrany a jedina dulezita véc je, abychom je spravné propojili.

Definice. Necht G=(V,E)aF = (V’,E’) jsou dva grafy. Zobrazeni f : G — F se nazyva
homomorfismus graf, jestlize kazdé dva vrcholy, které jsou spojeny hranou v grafu G
se zobrazi na vrcholy grafu F, které jsou spojeny hranou.

Intuitivné jde o zobrazeni, které spojené body necha spojené.

Definice. Necht G,F jsou grafy. Zobrazeni f : G — F, které je bijektivni nazveme izo-
morfismus grafi, jestlize f i f~! je homomorfismus grafii. O grafech fekneme, Ze jsou
izomorfni, pokud mezi nimi existuje izomorfismus.

Tato definice neni jednoduché. Reknéme si, co znamena intuitivné. Dva grafy budeme
povazovat za stejné, (izomorfni), jestlize dokazeme prekreslit jeden graf na druhy tak,
abychom zachovali strukturu vrchold a hran, tim zptisobem, Ze v jednom grafu budou
spojeny praveé ty vrcholy co odpovidaji spojenym vrcholim druhého grafu. Predstavte si
tfi vrcholy usporadané do pismene L, na kterych mate dvé hrany. Tento graf je izomorfni s
grafem P;, jde jen 0 jiné nakresleni toho samého. Obecné neni viibec jednoduchy problém
rozhodnout, zda jsou dva dané grafy izomorfni nebo ne. Da se ¢asto jednoduse fict, Ze
nejsou. Pfedstavte si ale dva grafy na tfeba 10000 vrcholech. Tézko poznate, jestli se jedna
o jeden a ten samy, akorat jinak nakresleny. Ukazeme si par jednoduchych priklad, jak
o tomhle rozhodnout.

Piiklad 1. Pfedstavte si na digitalnim budiku dva grafy - ¢islici 0 a ¢islici 8. Uvazme
zobrazeni z grafu 0 do grafu 8, které nechéa vSechny vrcholy na misté. Tohle zobrazeni
je homomorfismus grafd, protoze kazdé dva vrcholy, které jsou spojeny v grafu 0 jsou
spojeny i v grafu 8. Zaroven je to bijekce. Inverzni zobrazeni vSak neni homomorfismus
grafli, nebot prostfedni hrana byla pohlcena nicotou.

Definice. Stupen vrcholu v € V je pocet hran, které obsahuji tento vrchol.

Intuitivné pocet car, které vedou z daného vrcholu. Jako dikaz tvrzeni, ze dva grafy
nejsou izomorfni miiZeme pouzit napfiklad Gvahy o stupnich, napriklda, Ze v jednom
existuje vrchol stupné 42, ve druhém ne. V jednom existuje vrchol stupné 4, ktery sousedi

se tfemi vrcholy stupné 2, zatimco ve druhém takovy vrchol neexistuje a podobné.

Piiklad 2. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici dva grafy izomorfni:
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AVANEVAVA
VARV,

Univerzalni postup je asi takovy, Ze Zddny neni. Nejprve hleddme néjaké vlastnosti grafti
a snazime se najit néjakou odlisnost. Grafy vypadaji na prvni pohled velice jinak, ale
to neznamena, Ze se nejedna jen o prekresleni. Kdyz se nam odlisnost nepodafi najit,
zkusime najit konkrétni izomorfismus, tedy ktery vrchol odpovida kterému a ovéfime,
Ze opravdu vSe co je propojeno v jednom grafu, je propojeno i ve druhém a naopak. V
tomhle konkrétnim pripadé existuji v kazdém grafu pravé dva vrcholy stupné 2. AvSak v
levém grafu ma nejkratsi cesta mezi nimi délku 3, zatimco v pravém grafu existuje cesta
délky 2 mezi témito dvéma vrcholy. Proto nejsou izomorfni. Dalsi argument mtze byt,
Ze v pravém grafu existuje vrchol stupné 3, ktery sousedi se dvéma vrcholy stupné 2, v
levém takovy neexistuje. Nebo se da fict to, Ze v obou grafech existuji praveé dva podgrafy
izomorfni s K3, (trojahelniky), v pravém maji spole¢nou hranu, v levém ne. Moznosti je
spousta.

Piiklad 3. Dokazte, Ze nasledujici grafy jsou izomorfni:

A N
AN N
W

AN /

Ackoli to tak ani trochu nevypadad, opravdu se jedna o jeden a ten samy graf, pouze
jinak nakresleny. Tenhle pfiklad je ponechan ctenafi jako cviceni.

Pojdme nyni pokracovat dalsimi definicemi.

Definice. Graf G se nazyva k-regularni, jestlize kazdy jeho vrchol ma stupen pravé k.
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Napftiklad cyklus libovolné délky je 2-regularni, kazdy graf K,, je k — 1-regularni.
Véta 1. Kazdy 2- regularni souvisly graf je cyklus.

Dukaz. Postupné graf konstruujme. Za¢neme jednim vrcholem. Musi mit stupen 2,
proto ho spojme se dvéma dalsimi vrcholy, které si ozna¢me 0,1. Nyni uvaZzujme jeden
z nich, tfeba 1. Zatim z néj vede pouze jedna hrana. Jsou dvé moznosti: bud ho musime
spojit s vrcholem 0, ktery ma zatim stupen 1, nebo s néjakym novym. Kdyz ho spo-
jime s vrcholem 0, dostavame souvisly 2 regularni graf a uz nic vic udélat nemiizeme,
tedy mame hotovo. Kdyz ho spojime s novym vrcholem, ozna¢me si novy vrchol 2, tento
novy vrchol bude mit supen 1. Dale mizeme opakovat stejny argument dokola a dokola,
ovSem mnozina vrchold je konecna, tedy jednou nam nové vrcholy dojdou a vrchol n
budeme muset spojit s vrcholem 0, ¢imZ dostaneme souvisly cyklus.

Véta 2. Soucet stupnti vsech vrcholti grafu G je dvojnasobek poctu jeho hran.

Dukaz. Dokazujme indukci vzhledem k poctu hran. Kdyz bude mit graf 0 hran, soucet
stupnit je 0, cozZ je dvojnasobek poc¢tu hran. Dale predpokladejme, Ze pro graf s n hranami
tvrzeni plati a jednu hranu pfidejme. Pocet hran se zvysio 1 a soucet stupnt se zvysi o 2,
jelikoz hrana zvysi dvéma vrcholtm stupern o 1. Tedy tvrzeni platii pro n + 1.

Dusledkem tohoto tvrzeni je, Ze pocet vrcholl lichého stupné musi byt sudy, jinak by
soucet stupnit nemohl byt sudy.

Ptiklad 4. Najdéte véechny souvislé grafy, které maji pravé jeden vrchol stupné 3 a zbylé
vrcholy stupné 2.
Ano, takovy graf neexistuje, praveé kvili pfedchozimu disledku.

Souvislost grafu

V tomto textu jsem uz nékolikrat zminil slovo souvisly, aniZ bych fekl, co to znamena.
Pojd'me se nyni podivat na definici. Dale tento pojem lehce zobecnime na k-souvislost.

Definice. Graf G se nazyva souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje
cesta.

Cesta neznamena hrana. To, Ze mezi vrcholy existuje cesta znamena, Ze se do néj
mohu dostat pres nékolik hran. Intuitivné se da souvisly graf pfedstavit tak, Ze se mi
nerozsypal na nékolik ¢asti. Zaroven, kdyz uz se graf rozsype, kazdé z ¢asti se fika kom-
ponenta souvislosti. Souvisly graf ma tedy pravé jednu komponentu souvislosti.

Nékdy se miiZzete potkat s ilohou, Ze mate nalézt vsechny grafy s danou vlastnosti.
Napriklad s tou, Ze je 2-regularni. Bez nutné souvislosti v zadani je tato uloha obtiznéjsi.
Staci se ale podivat na jednotlivé komponenty souvislosti, na nich tlohu fesit tak, jako-
bychom predpokladali, Ze graf je souvisly. Kazdy graf dané vlastnosti poté bude sjedno-
cenim n komponent souvislych grafa s touto vlastnosti. Napfiklad tedy 2-regularni grafy
jsou pravé disjunktni sjednoceni nékolika (alespor jednoho) cykla.
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Tento pojem je docela jednoduchy, tak se rovnou pomalu ale jisté vrhnéme na to, co
znamena ona zminovana k-souvislost.

Definice. Vrchol A grafu G se nazyva bod artikulace, jestlize po odstranéni tohoto vr-
cholti a vSech hran vedoucich z néj dostaneme graf ktery ma vic komponent souvislosti
nez ptvodni graf.

Naprtiklad pro cestu libovolné délky plati, ze kazdy jeji "vnitfni"bod, je bod artiku-
lace. (Prosté se rozpadne.) Libovolny cyklus vSak nema bod artikulace. Po odstranéni
libovolného vrcholu nam stale zbyde souvisly graf. V néjakém smyslu je tedy cyklus vice
souvisly nez cesta. Pojdme tedy naformulovat to, o¢ tu bézi.

Definice. Rekneme, Ze graf G je k-souvisly, pokud existuje k vrchol@ takovych, Ze po
jejich odstranéni nebude vysledny graf souvisly nebo bude trivialni (prazdny nebo jeden
smutny samostatny vrchol), zaroven po odstranéni libovolnych méné nez k vrchola toto
nenastane.

Tedy napfiklad onen cyklus je 2-souvisly. Dale tfeba K,, je n—1 souvisly, protoze kdyz
odstranime k — 1 vrcholti, zbyde nam trivialni vrchol. Odstranime li méné vrcholti, vzdy
zbyde souvisly graf. Kazdy souvisly graf, ktery neobsahuje bod artikulace je alespon 2-
souvisly

Podobné se da zavést néco, cemu se Fikd hranova souvislost. Jen misto vrchola bu-
deme vytrhavat hrany a budeme zkoumat, zda se graf rozpadne.

Definice. Souvisly graf G nazveme hranové k-souvisly, jestliZze existuje k hran, které
kdyz z grafu odstranime, vysledny graf bude mit vice komponent souvislosti nez pii-

vodni, zaroven pro libovolné ¢islo mensi nez k takové hrany neexistuji.

Definice. Hranu e nazveme most, jestlize po jejim vytrhnuti ma graf vice komponent
souvislosti neZ ptivodni.

Véta 3. Pokud graf G je hranové k-souvisly a vrcholové d-souvisly, potom d < k.

Tuto vétu si mazete dokazat jako cviceni.

Nakresli domecek jednim tahem

Asi kazdy z vas nékdy zkousel kreslit domecek jednim tahem. Zkusime si rozebrat
teorii, ktera stoji za tim, zda dany obrazek jde nakreslit jednim tahem.

Definice. Libovolna posloupnost stfidavé hran a vrcholt se nazyva tah, jestlize neobsa-
huje dvé stejné hrany.

Intuitivné tah znamena, Ze se mizeme pohybovat libovolné po hranach mezi vrcholy,

muzeme klidné projit jednim vrcholem kolikrat chceme, ale nemiizeme projit dvakrat po
stejné hrané.
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Véta 4. Na daném grafu G existuje tah pfes vSechny hrany, pravé tehdy, kdyz pocet
vrcholt lichého stupné je roven o nebo 2.

Predstavme si, co déla vrchol lichého stupné. Vede z néj lichy pocet hran. Kdykoliv
do néj vstoupime, musime z néj i vystoupit, proto se parita poc¢tu zatim neprojitych hran
nezméni. A dva vrcholy mohou mit lichy stupen, nebot v jednom miizeme zacit a v jiném
skoncit. To nam rovnou dava ¢ast navodu, jak takovy tah zkonstruovat - musime zacit ve
vrcholu lichého stupné a také tam skoncit. Krasné je, Ze mezitim mazeme délat tplné, co
chceme :).

Pokud bychom chtéli najit tah, ktery zac¢ina a kon¢i ve stejném vrcholu, je potfeba, aby
kazdy stupen mél sudy stupen. Pak to zvladneme jednoduse. Ukazeme si na prikladu, jak
na to. Takovému tahu se fika Eulerovsky tah.

Piiklad 5. Naleznéte tah, ktery zacina a konci ve stejném vrcholu.

Zacneme v libovolném vrcholu a nalezneme néjaky tah, ktery opét skonci v tom sa-
mém vrcholu, ne nutné pres vSechny hrany. Za¢némé tedy tfeba ve spodnim vrcholu.
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Tento tah jsem nasel Gplné nahodné, prosté tam takzvané "Supnu néjakej random tah".
Je vidét, Ze to zatim neni tah pres vSechny hrany. Zbyva tedy urcité néjaka hrana, ktera
neni pouzita. Tedy zbyva vrchol, ze kterého zatim vede nepouzita hrana. Zacnéme s nim
a sestrojme dalsi tah, tentokrat ho udélam zluté, ktery zacina a kon¢i v onom vrcholu a
vede pouze pfes necCervené hrany.

A

A
D

\/

Opét jsme provedli nahodny tah na nepouzitych hranach. Ted uz jednoduse vidime po-
sledni tah na nepouzitych barvach, nechme ho c¢erny. Jak nyni zkonstruujeme nas vy-
sledny tah pfes vSechny vrcholy? Zacnéme tfeba ve spodnim vrcholu a kopirujme pii-
vodni ¢erveny tah, ktery jsme vytvorili. Pokud narazime na vrchol, ze kterého vede hrana
jiné barvy nez Cervené, navazme na tento tah. Pokud v pribéhu tohoto tahu narazime na
posledni barvu, objedeme tento barevny tah, poté se navazeme zpét na druhou barvu,
objedeme a dokoncime prvni zlutou barvu. Timto zpisobem na sebe navazeme vSechny
tahy a nasli jsme graf pfes vSechny vrcholy.

Véfim, Ze nyni uz kazdy zvladne nakreslit domecek jednim tahem :-).
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Barvicky v grafu

V posledni ¢asti se budeme zabyvat obarvovanim grafu. Mozna jste nékdy slyseli o
vété o 4 barvach, ktera rika, Ze kazdy rovinny (nebudeme se zabyvat tim, co to znamena)
graf l1ze obarvit 4 barvami. Podivame se spole¢né na to, jakymi zptasoby lze graf obarvo-
vat.

Definice. Obarveni grafu G n barvami se definuje jako zobrazeni z mnoZiny vrcholt do
mnoziny pfirozenych disel {1, 2, ... n}.

Intuitivné - kazdému vrcholu ptfifadime néjaké cislo (néjakou barvu). Pro nas ale
budou dulezita jen néktera obarveni.

Definice. Rekneme, Ze obarveni grafu G je spravné, jestlize libovolné dva vrcholy, které
jsou propojeny hranou maji raznou barvu.

Definice. Chromatickeé ¢islo grafu G je nejmensi prirozené Cislo n takové, zZe graf lze
spravné obarvit n barvami.

Tedy napriklad K, ma chromatické cislo n, libovolna cesta ma chromatickeé ¢islo 2,
muzeme totiz barvy stfidat. Zkuste si ovérit, Ze chromatické ¢islo cyklu délky k je 2 pro
sudé k a 3 pro liché.

Opét podobnym zpiisobem miizeme obarvovat i hrany.

Definice. Libovolné zobrazeni z mnoziny hran do mnoziny pfirozenych cisel {1, 2, ...
n} nazveme hranové obarveni grafu n barvami. Rekneme, Ze hranové obarveni grafu
G je spravné, jestlize libovolné dvé hrany, které obsahuji spole¢ny vrchol maji jinou
barvu. Hranové chromatické ¢islo grafu G je potom nejmensi pfirozené n takové, ze G
lze spravné hranové obarvit n barvami.

Pro uplny graf, cestu a cyklus vyjde chromatické ¢islo vzdy stejné jako hranové chro-
matické cislo, s vyjimkou cesty délky 1. Zkuste si najit dalsi priklad grafu, pro ktery
bude chromatické ¢islo a hranové chromatické ¢islo jiné. Ve skutecnosti se mtzou lisit o
libovolné ¢islo, jaké se vam zachce.

Zavér

Nakoukli jsme do svéta teorie grafii, naucili se par zakladnich poznatkt o grafech a
ukazali si néjaké priklady. Oproti tomu, jak je teorie grafii bohata, jsme se vsak naucili jen
malou ¢ast. Mohli bychom napfiklad zkoumat rovinné grafy a jejich vlastnosti, podivat se
na praktické aplikace, tfeba na toky v sitich, problém obchodniho cestujiciho a podobné.
Je toho zkratka spousta.

Studujte, méjte se radi a s usmévem na tvari feste BrKoS!
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