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YA D-VALUACE LY

autor: Adéla Heroudkovad

Jednim ze zasadnich a zakladnich vysledk v teorii ¢isel je zakladni véta aritmetiky,
ktera ika, Ze kazdé prirozené ¢islo miizeme jednoznacné rozlozit na soucin prvocisel.
Z tohoto rozkladu vychazi i pojem p-valuace, kterému je vénovana tato série. Jedna se
o velice uZite¢ny koncept, ktery mlzZete vyuZit nejen pfi feSeni uloh z Brkosu a mate-
matické olympiady, ale jsou pomoci néj také zavedena p-adicka cisla, ktera byla sice ob-
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moderni teorie cisel. Jedna se o mnozinu ¢isel, na které pomoci p-valuace umime zavést
néco jako ,vzdalenost” a tim ziskame prostor se spoustou zajimavych vlastnosti. Diky
témto vlastnostem se ukazalo, Ze p-adicka ¢isla mtzeme vyuzit dokonce i ve fyzice, bio-
logii a geologii. Mame za sebou reklamu, tak vzhtru k definici!

Definice 1. Mame-li z € Z a prvocislo p, pak p-valuaci ¢isla z rozumime nejvyssi neza-
porné celé k takové, ze plati pX|z. Toto k zna¢ime vp(2).

Ekvivalentné by p-valuace také Sly definovat jako exponent v rozkladu na prvocisla.
Tedy pokud 1 = p}" ---pz" je rozklad prirozeného cisla n na soucin mocnin rtiznych prvo-
Cisel, tak pak v, (1) = @;. Rozmyslete si ekvivalenci obou definic!

Pro zajemce dodavame, zZe p-valuaci mtizeme rozsirit na racionalni ¢isla nasledovné:
jestlize x = ¢ € Q\ {0}, a,b € Z, potom v, (x) = v,(a) - vy(b). My vSak budeme uvazovat

p-valuace pouze pro cela ¢isla. Pro nulu zavedeme v,(0) = co.

Ptiklad. Pro ujasnéni si uved'me priklad:
* 9=3% = v3(9) =2,
o 54=-213% — v,(-54)=1,v5(-54)=3 a vp(—54) = 0 pro vSechna ostatni p,

« 3=3111° 22=211! = v;(%)=0-1=-1.
Pojd'me se podivat na néjaké uzite¢né vlastnosti p-valuace:

Véta 1. Pro vsechna x,y € Z, plati:
1 0, (x9) = 0,(3) + 0,(p),
2. vy(a’) = b-v,(a),
3. x|y < pro kazdé prvocislo p plati v,(x) <v,(p),
4. vp(x+y) 2 min{v,(x),v,(»)},
5- vp((a, b)) = min{v,(a), vy (b)),
6. v,([a,b]) = max{v,(a),v,(b)}
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((a,b), resp. [a,b], znaci nejvétsi spolecny délitel, resp. nejmensi spole¢ny nasobek).

Dikaz. UkaZeme pouze dikaz tfeti vlastnosti. Ostatni diikazy doporucujeme ¢tenaitm
jako uzitecné cviceni.

,» = “ (Dokazme nejprve implikaci zleva doprava): Pokud x|y, tak existuje k € N takové,
ze y = kx. Potom podle prvni vlastnosti vime, Ze pro libovolné prvocislo p plati v,(y) =
vp(x) + vy (k). Jelikoz p-valuace jsou vzdy nezdporné, tak tim dostavame, ze v,(y) > v, (x).

, & “: Necht x = p{"---pit,y = p' ---pfk jsou rozklady ¢isel x,y na soudin mocnin riz-

nych prvocisel. Pak podle poznamky za definici p-valuace na predchozi strané a podle
ptedpokladu plati a; = v,.(x) < v,.(y) = B;. Uvazme é&islo k = p;* ™" ~-~pfk_ak, pak podle
predchozich nerovnosti vime, Ze k je celé. Navic zifejmé plati, Ze kx = y, coZ dokazuje
druhou implikaci. 0

Jesté nez se pustime dal, tak okomentujme vlastnosti pét a Sest, protoze Ctenar je
ve skute¢nosti uz davno zna! Tyto vlastnosti totiz odpovidaji tomu, jak se uci pocitat
nejvétsi spole¢ny délitel a nejmensi spole¢ny nasobek na zakladni skole. Podivejme se na
priklad. Jak spocitame nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel 18 a 30? Rozlozime obé ¢isla
na soudin prvocisel 18 = 2132,30 = 2!315!, porovname exponenty u stejnych prvocisel
a vzdy vybereme ten mensi. Tedy exponent u trojky v rozkladu ¢isla (18,30) =6 je 1, coz
je minimum cisel 2 a 1. Tento postup ale presné odpovida tvrzeni pét!

Kdyz uz zname spoustu vlastnosti, které p-valuace maji, tak si pojd me demonstrovat
jejich uzite¢nost na prikladu z americké matematické olympiady:

Piiklad (USAMO 1972): Necht a, b, c jsou pfirozena. Ukazte, ze plati

(a,b,c)? [a,b,c]?

(a,b)(a,c)(b,c)  [ablla,cl][b,c]

Reseni: Rovnost ze zadani je zfejmé ekvivalentni rovnosti
(a,b,c)?[a,b][a,c][b,c] = [a,b,c]*(a,b)(a,c)(b,c).

Oznac¢me L levou stranu dokazované rovnosti a P pravou. Ukazeme, Ze pro vsechna pr-
vocisla p plati v,(L) = v,(P). Diky tfetimu tvrzeni véty 1 tak dostaneme, Ze leva strana
déli pravou a prava levou, jsou si tedy rovny.

Jelikoz zadani je symetrické, tak bez Gjmy na obecnosti mtiizeme predpokladat, ze
vp(a) <v,(b) < vy(c). Diky tomu vidime (podle paté a Sesté vlastnosti):

l)p(((l, b,c)) = vp((a’b)) = vp((ar c)) = vp(a)’
vp(la, b, c]) = vp([a,c]) = vy([b, c]) = vp(c),
vp((b, ¢) = vp([a, b]) = vy (b).

Nyni uz jen staci spocitat p-valuaci levé a pravé strany. Budeme u toho vyuzivat prvni
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cast predchoziho tvrzeni:

vp(L) = 2v,((a, b, ¢)) + vp([a, b]) + vp([a, c]) + v,y ([b, c])
= 2v,(a) + vp(b) + 2v,(c).

vp(P) = 2v,([a, b, c]) + v, ((a, b)) + v,((a, ¢) + vy ((b, )
=2v,(c) + 2vp(a) + vy (b).

Dostavame tedy, Ze pro libovolné prvocislo plati, ze v,(L) = v,(P), tak L = P, &imz je tvr-
zeni dokazano.

Na zavér jesté uved'me par tvrzeni pro opravdové fajnsmekry! Pokud chcete vic infor-
maci o p-valuacich, tak zkuste poradné prozkoumat nasledujici trojici tvrzeni znamou
jako Lifting the exponent lemma.

Véta 2. LTE-lemma 1: Necht p je liché prvocislo a a,b € N takova, ze pta,ptb a pla—1b.
Pak pro vSechna n € N plati:

vy(a" = b") =vp(a—b)+v,(n).

Véta 3. LTE-lemma 2: Necht p je liché prvocislo a a,b € N takova, ze pta,p1 b a pla+0.
Pak pro vSechna licha n € N plati:

vy(a" +b") =vp(a+b)+vy(n).
Véta 4. LTE-lemma 3: Bud 4,b € N takova, zZe 2|a — b. Pak pro vSechna n € N plati:
'l/z([ln - bn) = 1/2((1 — b) + 1/2((1 + b) + Vz(n) - 1.

LTE lemma je uz opravdovy kanén, ktery casto zabije jinak velice naro¢nou ulohu.
Mizete to zkusit na uloze, ktera byla v BrKoSu kdysi davno nejtézsi aloha v posledni
sérii. Vzorové feSeni je elementarni a LTE lemma nepouziva. Pokud ho ale pouzijete, tak
si ho mtzZete hodné zkratit.

Piiklad (BRKOS 24. ro¢nik, 6. série, piiklad 4): Najdéte vSechna pfirozena a,n takova,

Ze existuje prvocislo p splnujici

2aPp +aP + np" = anp” + 2p + 1.
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