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Pomocny text ke 2. sérii

SVRCKUV BOD
autor: Dalibor Kramafr

Tématem druhé série jsou konstrukéni alohy a Svréktv bod. U konstrukénich tloh
si fekneme, jak maji byt sepsany tlohy a ukézeme si dva fesené ptiklady. U Svrékova
bodu si ukdzeme jeho zajimavé vlastnosti, které se vam mohou hodit pfi feseni tloh. Ve
studijnim textu budeme vyuZivat vlastnosti obvodovych a stredovych uhld, které jsme
popsali predminuly ro¢nik Brkosu. Uvodni text ohledné obvodovych a stredovych thla
naleznete na této adrese:

https://brkos.math.muni.cz/files/povidani/povidani274.pdf.

V celém textu je dodrzovana konvence, ze thel pfi vrcholu A znacime a, thel pri
vrcholu B znac¢ime f a thel pfi vrcholu C znac¢ime p.

Svrckav bod

Definice. Necht A ABC je trojuhelnik a w je kruznice opsana trojuhelniku A ABC. Pri-
seCik kruznice w a osy thlu <BAC se nazyva Svr¢kuv bod trojuhelnika A ABC (vzhledem
k A). Budeme jej znacit S,.

Véta. Svrcktv bod S, lezi na ose tsecky BC.

Dikaz. Jeliko? S, leZi na ose Ghlu <BAC, pak |<BAS,| = |<S,AC| = 2EA8 Jelikoz ctyi-
uhelnik ABS,C je tétivovy, pak thly <S,AC a <S,BC (respektive <S,AB a <S,CB jsou
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obvodové), proto
|<S,BC| =|«S,AC| = |<S,AB| = |<S,CB|.

Trojuhelnik A S;BC je tedy rovnoramenny, proto |BS,| = |CS,| a tedy S, lezi na ose tsecky
BC.
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Obrézek 1: Obrazek k dtikazu, Ze Svrékav bod lezi na ose tGsecky BC.

Definice. KruzZnice pfipsana trojuhelniku A ABC u strany a je kruZnice, ktera se dotyka
strany a a pfimek AB a AC a pfitom neni kruznici vepsanou trojuhelniku A ABC. Stied
kruznice pfipsané trojuhelniku A ABC u strany a budeme znacit E,.

Definice. V je stfed kruznice vepsané trojuhelniku A ABC.

Véta. Bod S, je stfed Thaletovy kruznice k nad primérem VE,, body B a C leZi na kruz-
nici k.

Dukaz. Nejdfive ukazeme,ze BV | BE,: |[<VBE,| = |<VBC|+|<CBE,| = |<iAZBC|+7T_|<12/wCI =
7. Zbyva ukazat, ze S, je stfed Gsecky VE,.

Ukazeme, ze trojuhelnik A S4BV je rovnoramenny: |<<VBS,| = |[<VBC| + |<CBS,| =
§+%. Necht X je prtsecik piimek VA a BC, pak [<AXB| = n—|<BAX|-|<ABX|=n—5-p.
Velikost thlu <BV'S, vyjadfime z trojuhelnika A BVX: |[<BV'S,| = n—|<VXB|-|<VBX| =
- |<AXB|-|aVBC|=n—(n-%-B)-5=4+L

Jelikoz je thel <V BE, pravy, lze dopocist uhly |<E,BS,| a |[<BE,S,|. Vidime, Ze

s I
|<E,BS,| = 5" |[<<VBS,| = 555
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a|<BE,S,|=m—5 —|<BVS,|=% -5~ g Proto trojuhelnik A E,;S,B je rovnoramenny.
Z rovnoramennych trojuhelnika A E,;S,B a A BS,V dostavame |E,S,| = |S,B| = |S,E,|.
Tedy S, je stfed usecky E, V.

Obrézek 2: Obréazek k dikazu, ze Svrekav bod S, je stted tg v

Véta. Bodem S, vedme pfimky p a g, které protnou kruznici w postupné v bodech X a

Y a stranu BC protnou postupné v bodech Z a W. Pak body X, Y, Z a W leZi na jedné
kruznici.

Duikaz. Bez Gjmy na obecnosti se oblouk BC, ktery neobsahuje S,, déli na oblouky BX,
XY a YC (pfipad, kdy X a Y jsou na oblouku v opa¢ném poradi se dokaze analogicky).

Jelikoz ¢tytuhelnik YXBS, je tétivovy, tak [<<XBS,|+|<S,Y X| = . Abychom dokazali,
ze XYWZ je tétivovy, je tieba ukazat |[<XZW|+|<WYX| = n. Protoze |[<WYX| = |<S,YX]|
a |<XZC|=|«XZW]| stadi ukézat, ze [<XBS,| = |<XZC|.

Uhly <XBC a <XS,C jsou obvodové. Jelikoz S, lezi na ose asecky, pak |<S,BC| =
|<tS,CB|. Z trojahelniku A ZS,C spoéteme uhel <S,ZC: |<S,ZC| = n—|<XS,C|-|<S,CB|.
Jelikoz <XZC je vedlejsi thel k thlu <S,ZC, pak |[<XZC| = n - |<S,ZC| = © — (7 -
|[<XS,C|-|<«S,CB]|) =|<XS,C| +|<S,CB| = |[<XBC| +|<S,BC| = |[<<XBS,|.
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X

Obrazek 3: Obrazek k diikazu véty o tétivovém ¢tyfahelniku

Véta. Bodem S, vedme prfimku p, ktera protne postupné stranu BC v bodé Z a kruznici
w protne podruhé v X. Pak bod S, lezi na te¢né kruznice opsané k trojuhelniku A BZX
v bodé B.

Dukaz. Jelikoz <BXZ = <BXS, = <BCS, = <S,BC = <S,BZ, vidime, ze <ZBS,, je Gse-
kovy thel ke kruznici opsané trojahelniku A BZX.

Obrazek 4: Obrazek k dtikazu véty o tecné BS,,.
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Konstruk¢ni alohy
Konstrukéni tlohy typicky sestavaji z téchto ¢asti:
* Zadani
* Nacrt
* Rozbor
» Zapis konstrukce
* Reseni
* Diskuze o poctu feseni

Ackoliv obrazek feseni neni povinnou soucasti tloh, doporucuji jej vlozit do tlohy.
Usnadniuje porozumeéni textu a v pfipadé preklepu v jiné casti ulohy je vétsi Sance, ze
opravujici pochopi, co jste ve skute¢nosti mysleli.

Zadani

Jedna se o textové zadani ulohy, které najdete v tlohach.

Nadrt
Nacrt je obrazek, ktery prekresluje zadani do grafické podoby. Ma obsahovat pouze ob-

jekty (pfimky, body, kruznice, ...), které se vyskytuji v zadani. Slouzi predevsim k tomu,
aby ctenar lépe pochopil zadani.

Rozbor

Jedna se o stéZejni ¢ast ulohy, ve které jsou vysvétleny myslenky feseni. S pomoci rozboru
ma byt ¢tenafi jasné, proc je zapis konstrukce fesenim tlohy. Rozbor se nejvice podoba
dtikazu u jinych typt uloh. Soucasti rozboru obvykle byvaji obrazky, které ilustruji da-
kazy pomocnych tvrzeni.

Zapis konstrukce

Zapis konstrukce je postup (seznam krokt), ktery jednoznac¢né popisuje, jak vytvorit
pozadovany objekt. Jeden krok v zapisu nemusi byt jeden krok v narysovani, ale mtze
obsahovat jednoduchou euklidovskou konstrukci (napfiklad kolmici na pfimku v bodé,
osu usecky, te¢nu z bodu, konstrukci trojuhelniku podle vét sss, sus, usu nebo Ssu, ...).
Jednotlivé kroky musi byt popsany jednoznac¢né. Miizete pouzit bud symbolicky popis,
nebo slovni (naptiklad obé moznosti zapisu ,T € kNp“1i ,bod T jako prusecik p a k“
jsou v poradku).
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Reseni
Redeni je obrazek, ktery ptrekresluje zapis konstrukce do grafické podoby. Slouzi prede-
v$im k tomu, aby se ¢tenaf lépe zorientoval v zapisu konstrukce. Neni tedy povinnou
soucasti ulohy, ale je dobrym zvykem jej vloZit do sepsané ulohy.

Pomocné konstrukce doporucuji odlisovat tim, Ze budou zakresleny tenkou carou;
zejména pokud zvolite rysovani na papir, kde je nutné nakreslit vsechny objekty i pri
rysovani euklidovskych konstrukci.

Diskuze o poétu feseni

Uloha miize mit vice nez jedno feSeni. Pocet feSeni mliZe zaviset na poloze zadanych
objektd, proto je potfeba zminit, za jakych podminek bude mit Gloha kolik feseni.

RozliSujeme polohové a nepolohové ulohy. Polohové jsou takové ulohy, ve kterych
jsou nékteré objekty zadané a mame k nim sestrojit dalsi atvar. Prikladem polohové
ulohy je konstrukce te¢ny z bodu ke kruznici. U takovych uloh se kazdy objekt, ktery
spliiuje zadani, pocita jako feseni.

U nepolohovych tloh nejsou zadané zadné objekty a tkolem je sestrojit objekt, ktery
spliiuje néjaké vlastnosti. Pfikladem nepolohové tlohy je konstrukce trojahelniku. U ta-
kovych tloh povazujeme za jedno feseni vsechny shodné atvary.

Pfiklady konstrukénich aloh

Piiklad. Je dana kruznice k se sttedem S a bod A. Sestrojte te¢nu t ke kruznici k pro-
chazejici bodem A.

Obrazek 5: Nacrt

Rozbor. Ozna¢me bod dotyku T. Vime, Ze te¢na je kolma na polomér, tedy thel <ATS
je pravy. Proto bod T lezi na Thaletové kruznici 45 nad primérem AS. Naopak nachazi-
li se bod T na kruznicich k a 745, je thel <ATS pravy a AT je polomér. Proto AT je te¢na
ke kruznici k.

V ptipadé, ze T = A, neni pfimka AT definovana jednoznac¢né. To nastane v pripadé,
ze A € k. Jelikoz je te¢na kolma na polomér, zkonstruujeme te¢nu snadno jako kolmici na
AS v bodé A.

Zapis konstrukce. Protoze zapis konstrukce je jiny pro pfipad, kdy A = T, musime
uvést oba zapisy konstrukce:
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Pro A lezici vné kruznice: Pro A lezici na kruznici:
* Tas, Tas je thaletova kruznice nad
primérem AS . 33
e T, TekNtyg
> >
e AT * ppLAS,Aep

Obréazek 6: Reseni situace, kdy bod A lezi vné kruznice k.

Obrazek 7: Redeni situace, kdy bod A leZi na kruZnici k.
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Pocet feSeni. Pokud A je vné kruznice k, ma tloha dvé feseni. Pokud A lezi na kruznici
k, loha ma jedno fesSeni. Pokud A lezi uvnitt kruznice k, nema tloha zadné feseni (uz
proto, Ze tecna je pfimka, ktera ma s kruznici spolecny prave jeden bod a jeji zbytek lezi
vné kruznice).

Piiklad. Sestrojte trojuhelnik A ABC, znate-lic, v. a y.

C

A

: = Y

Obrazek 8: Nacrt

Rozbor. Nejdiive ukaZeme, Ze pokud dva shodné uhly ke stejné tusecce jsou v jedné
poloroviné, pak jsou to obvodové uhly ke stejnému stfedovému thlu. Uvazme troja-
helniky A KLM a A KLM’, kde |[<KML| = |[<KM’L| = ¢. Stfedy kruznic jim opsanych
ozna¢me S a S’. Proto |<KSL| = 2¢ = |[<KS’L|. Jelikoz oba stfedy lezi na ose usecky
KL, pak oba trojahelniky A KLS a A KLS’ jsou rovnoramenné. Body S a S’ lezi ve
stejné poloroviné od pfimky KL, protoze sttedové thly neobsahuji vrcholy obvodového
thlu (viz definice obvodového thlu ve studijnim textu predchazejiciho ro¢niku). Protoze
|<KLS|= 5 —¢ =|<KLS’|,|<LKS| = 5—¢ =|<LKS’|abody S a S’ leZi ve stejné poloroving,
pak S = S’. Proto body K, L, M a M’ lezi na jedné kruznici.

Pomoci predchoziho tvrzeni vime, Ze mnozina bodt v poloroviné, pod kterou je vidét
usecka pod uhlem y je (otevieny) oblouk nad tseckou AB. Ozna¢me S stfed kruznice
opsané trojuhelniku A ABC. Jelikoz je A ABS rovnoramenny trojuhelnik, pak [<ABS| =
ST

Jelikoz zname vysku v,, tak bod C musi lezet na rovnobézce s AB, ktera je od ni
vzdalena délku usecky v,.

Zapis konstrukce.

. p * §5,S€045Nq
« A Aecp * k k(S,|SA])
* BBep,|AB|=c¢

* rriip lprl=vc

<BAX, |<BAX| =y

'q,qJ_z(E(),AeP * C,Cernk

0AB A ABC

BRKOS Team



XXIX. ro¢nik BRKOS 2022/2023

Obrazek 9: Reseni

Pocet feseni. Pokud pfimka g neprotne kruznici k, pak tloha nema feSeni (odvazni si
muzou dokazat, Ze to nastane v pfipadeé, ze ¢ < 2tan %) Pokud se pfimka g dotkne kruz-
nice k, pak mé tloha jedno fedeni (to nastane v pfipadé, Ze ¢ = 2tan ). Pokud pfimka
g protne kruznici k, pak tloha ma dvé feseni. Tato feSeni povazujeme za rtizna, protoze
trojuhelniky A ABC; a A ABC; nejsou shodné. Jsou shodné pouze trojuhelniky A ABC;

a BAC,. Reseni symetricka podle osy AB jsou shodna s trojuhelniky A ABC; a A ABC,
(4loha ma dvé feSeni v piipadé, ze c > 2tan ).
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