BRnénsky KOrespondenéni Seminar

XXVIIL ro¢nik
2021 /2022



XXVIII. roénik BRKOS 2021/2022

Pomocny text ke 2. sérii

O™ POLYNOMY LX

autor: Vojtéch Turland

Tématem druhé série jsou polynomy. Rekneme si tedy nejprve, co to vlastné takovy
polynom je. Za polynom povazujeme bud nulu, nebo vyraz ve tvaru

1
anx”™ + ap—12" " + ...+ a1z + ag,

kde ag, a1, ..., a, mohou patfit do R, Z, Q a dalSich, podobné je na tom i proménna z; pro
a, navic plati a,, # 0. Pokud neni Feceno jinak, vétsinou uvazujeme polynomy s proménnou
z R a koeficienty z R, ale v ulohach narazite i na polynomy s koeficienty ze Z.

Uziteéné pojmy:
e a,z" — vedouci élen, a, — vedouci koeficient
e qp — absolutni élen

e stupenn polynomu je roven n v exponentu ve vedoucim ¢lenu (stupeni zna¢ime

st(P))

e linearni polynom je polynom stupné jedna, tedy ve tvaru a;x + ag pro a; nenulové

Znaceni. Polynomy znac¢ime podobné, jako jsme zvykli znacit funkce. MiaZeme mit na-
piiklad polynom P(x) = x? — 2z + 1, kde P(z) pro nas bude znamenat to, Ze ,,polynom
P zapiseme v proménné x“. Podobné bychom mohli ten stejny polynom napsat jako
P(a) = a® — 2a + 1.

Upravy polynomii. Polynomy jsme si definovali jako vyrazy urcitého tvaru, piicemz
vyrazy umime rtizné upravovat. Casto je praktické polynom rozlozit na soucin dvou poly-
nomt; napt. P(z) = 22 — 22 + 1 lze rozlozit do tvaru (z — 1) - (z — 1).

Dva polynomy mutzeme také srovnavat. Polynomy P a @) stejného stupné se rovnaji,
jestlize si jsou rovny piislusné koeficienty ve vSech Clenech, tedy:

P(z) = ppa” + P12 4 prz + po

Q(z) = g™ + Q12" Y+ qo

P =@ prdvé tehdy, kdyz po = qo,p1 = q1,-..Pn = Gn-
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Véta o jednozna¢ném déleni se zbytkem. Polynomy také mizeme navzajem délit,
plati nasledujici véta: Mé&jme dva polynomy P(x),Q(z), kde st(P) > st(Q). Pak existuje
pravé jedna dvojice polynomi M (x), N(x) takovych, Ze st(Q) > st(N) a navic:

P(z) = Q(x)M(x) + N(x).

Hodnota polynomu. Zminili jsme, Ze polynomy znac¢ime podobné jako funkce, a to je
proto, Ze se na né jako na funkce skute¢né mizeme divat. Hodnotu polynomu P(z) v ¢isle
q € R zna¢ime P(q) a ziskame ji tak, Ze za x jednodusSe dosadime ¢g. My jsme si tu jeden
polynom P(z) = x? —2x+ 1 uvedli. Jeho hodnota napiiklad v 2 je P(2) = 22-2-2+1 = 1.
Hezké také je, ze P(x) je v podstaté hodnota polynomu v ¢&isle oznaceném ,x*.

Kofen polynomu. Pro néktera takova ¢ dosazena do P(x) bude platit, ze P(q) = 0. Pak
v8echna takova ¢ nazyvame kofeny polynomu P(x). S kofenem polynomu tzce souvisi
i kofenovy ¢initel, coZ je polynom ve tvaru (x — xg), kde 9 € R je kofen polynomu
P(z). Pro P(x) s kofenem z plati, ze ho lze vyjadrit jako soucin jeho kofenového ¢initele
a né&jakého polynomu mensiho stupné, tj. ve tvaru P(z) = (x — z9) - Q(z).

O kofenech polynomt plati uzitetné tvrzeni: Polynom stupné n s readlnymi koefi-
cienty ma nejvyse n realnych kofeni (i s nasobnosti).

Uzitecné vlastnosti kofenii miizeme vyuzit i u tloh, které zdanlivé s kofeny nijak ne-
souviseji. Pokud bychom napiiklad hledali ty hodnoty z, pro které se hodnoty polynomi
P a @ rovnaji, misto feSeni tlohy ve tvaru P(z) = Q(z) miZzeme fesit ekvivalentni ulohu
P(z) — Q(x) = 0, tedy hledat kofeny polynomu P — @ a vyuzit tak toho, Ze o kofenech
nékteré véci uz vime.
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