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CATALANOVA CISLA

autor: BRKOS Team

Aby nebylo v BRKOSich sériich uplné prestudijiotextovano, budeme se snazit udélat
text této série pokud mozno stru¢ny. Rychle si definujeme, co to Catalanova ¢&isla jsou
a nasledné si ukdzeme nékolik piikladu struktur, které popisuji. Aby text nebyl moc dlouhy,
nebudeme precizné dokazovat vSechna tvrzeni. Presto se na libovolnou znalost z tohoto
textu ve svém TeSeni muZete odvolat.

Tak tedy, co jsou to Catalanova ¢isla? n-té Catalanovo ¢islo budeme znaéit C), a defi-

nujeme je jako
1 2n
Cn = .
" n+1 ( n >

K ¢emu jsou ¢isla takového zvlastniho tvaru dobra? Znaceni (Z) pochézi z oblasti matema-
tiky zvané kombinatorika a zna¢i poc¢et moznych zptsobt, jak vybrat k£ prvkd z mnoziny
obsahujici n riznych objekti. Vyskyt tohoto znaceni v definici Catalanova ¢isla neni na-
hodou, a proto také Catalanova ¢isla maji sviij kombinatoricky vyznam. Ve skute¢nosti
existuje cela fada struktur, jejichZ pocet popisuji.

Zakladnim piikladem jsou tzv. Dyckovy cesty nebo také "cesty pod diagondlou”. Za-
fixujme si pfirozené ¢islo n a uvazme cesty v roviné z bodu [0,0] do bodu [n,n], které
vznikly tak, Ze se z bodu [0, 0] pohybujeme v krocich. V kazdém kroku méame na vybér z
jedné ze dvou moznosti: bud se pohneme o vzdalenost jedna horizontalné doprava, nebo se
pohneme o vzdélenost jedna vertikalné nahoru. Tyto cesty budeme nazyvat krokové cesty.

O krokové cesté fekneme, Ze je Dyckova, pokud se zadna jeji ¢ast nenachézi nad dia-
gonalou tvofenou body [a,a]. Na obrazku 1 muZete vidét piiklad Dyckovy cesty (vlevo)
a krokové cesty, ktera ovSem Dyckova neni (vpravo).
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Obrazek 1: Priklad cesty, ktera Dyckova je (vlevo) a takové, ktera neni (vpravo).
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Prvni tvrzeni tohoto textu zni:
Véta. Pocet Dyckovych cest z bodu [0, 0] do bodu [n,n] je Cy.

Jak se snazime ucit i vas, naSe Fesitele, takové tvrzeni se hodi dokézat (nebo aspon
dukaz naznacit).

Dikaz. Nejdiive spocitejme, kolik existuje krokovych cest z bodu [0,0] do bodu [n,n].
Kazda krokova cesta se nutné sklada z n krokt doleva a n krokti nahoru. Cestu proto
muZzeme reprezentovat vybérem n ¢isel z ¢isel 1 az 2n, kde vybrané ¢isla znaci kroky, ve
kterych se hybeme doprava. Naopak kazdy takovy vybér jednozna¢né urcuje cestu z [0, 0]
do [n,n]. Krokovych cest je tedy pfesné tolik, kolik existuje vybéri n prvki z mnoziny
2n objektt. Jak jsme si pfipomnéli na zacatku, to je rovno (2:)

Ne vSechny krokové cesty jsou ovSem Dyckovy. Z celkového po¢tu proto musime odecist
pocet krokovych cest, které prekroc¢i diagonalu y = z. Zde lze vyuzit malého triku. Necht
c je krokové cesta prekracujici diagonalu. Pak ¢ oznacime takovou cestu, kteréa se do prvniho
prekroceni diagonély shoduje s ¢, ale nasledné jsou vSechny kroky presné opac¢né oproti c.
Od prvniho pfekroceni diagonaly tedy v ¢ udélame krok nahoru pravé tehdy, kdyz jsme
v ¢ udélali krok doprava. Pro ptiklad se podivejte na obrazek 2.
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Obrazek 2: Konstrukce cesty do bodu [n — 1,n + 1] (Cervend) z cesty, ktera nevede pod
diagonélou.

Pro libovolnou cestu ¢ z bodu [0,0] do bodu [n,n|, kterd neni Dyckova, jsme tak
zkonstruovali cestu ¢ z bodu [0,0] do bodu [n — 1,n + 1]. Dulezité pozorovani je, ze toto
piifazeni lze invertovat, tj. kazdé cesté z [0,0] do [n — 1,n + 1] lze piifadit néjaka cesta
z [0,0] do [n,n], kterd prekracuje diagonalu. Pocet téchto cest se spocita jednoduse opét
pomoci kombinaé¢niho éisla. Tentokrat vybirame z celkovych 2n kroki n—1 krokt doprava,
a proto je pocet téchto cest (n2f1).

Celkovy pocet Dyckovych cest je proto

2n\  ( 2n | _ 2n! 2n! B 2n! 1 /2n _
n n—1) nln! G-D!n+1! nanln+1) nt+l\n/) 7
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Dalsi strukturou, kterd lze popsat pomoci Catalanovych &isel jsou tzv. dobra uza-
vorkovani. Dobré uzévorkovani jsou takové posloupnosti levych a pravych zéavorek, které
vzniknou kone¢nou aplikaci nasledujicich pravidel:

e Dvouprvkova posloupnost () je dobré uzavorkovani.

e Pokud jsou posloupnosti A, B dobré uzavorkovéani, pak jejich slozeni za sebe AB je
dobré uzavorkovani.

e Pokud je posloupnost C' dobré uzavorkovani, pak je také posloupnost (C') dobré
uzavorkovani.

Naptiklad (), ()(), (())() jsou dobra uzavorkovani, zatimco )(, ())(, ())(() dobra uzavor-
kovani nejsou.

Neni prilis tézké si rozmyslet, Zze kazdé Dyckové cesté lze prifadit dobré uzavorkovani
a naopak. Dokaze se tak nasledujici tvrzeni.

Véta. Dobrych uzavorkovani obsahujicich 2n zavorek je C,.

S vyuzitim néasledujiciho vzorecku neni tézké dokéazat tvrzeni o tzv. triangulacich pra-
videlnych n-thelnikt. Pro libovolné nezéaporné celé ¢islo n plati:

Cnt1 = i CiChi.
=0

Vzorecek neni tézké odvodit napiiklad s vyuzitim pfedchozi véty. V nasledujicim tvrzeni
je dilezité, Ze n-thelnik ma rozlisitelné vrcholy (tj. jsou ocislovany). Napiiklad ¢tverec
lze rozdélit na trojuhelniky dvéma rtznymi zpusoby (podle dvou diagonéal), i kdyz obé
rozdéleni bez ocislovani vypadaji stejné.

Véta. Pocet zpusobi, jak rozdélit pravidelny (n + 2)-uhelnik s rozlisitelnymi vrcholy na
n trojuhelniki, je C,,.

Se znalosti piedchozi véty si miiZete rozmyslet ditkkaz také posledniho tvrzeni tohoto
textu. To mluvi o tzv. binarnich stromech, které zde z divodu zachovani kompaktnosti
textu jiz nebudeme definovat
(viz napiiklad https://cs.wikipedia.org/wiki/Bin%C3%A1rn%C3%AD_strom). Jejich zna-
lost neni k feSeni série urc¢ité nutna, ale mize se hodit jako alternativni pohled na nékteré
problémy. Dikaz tvrzeni mé stejny princip jako predchozi dikazy. Kazdému stromu pii-
fadime néjakou triangulaci a naopak. K nalezeni takového prifazeni je dobré si v8imnout,
Ze ve stromu ma vétsina vrcholi t¥i sousedy (dva syny a otce) a trojuhelnik ma tii hrany,
ktera kazda muze v triangulaci sousedit s nejvyse jednim dalsim trojihelnikem.

Véta. Pocet plnych binarnich stromu (kazdy uzel ma 0 nebo 2 syny) majicich n + 1 lista
je Chy.

Catalanova ¢isla popisuji opravdu velké mnozstvi matematickych struktur (v literatuie
lze nalézt dokonce stovky), ale v rameci zachovani kompaktnosti textu se spokojime s pred-
chozim vy¢tem. Pro vice informaci mtizeme doporucit napiikld stranku anglické wikipedie
https://en.wikipedia.org/wiki/Catalan_number.
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