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Pomocný text

Obarvování

Barvení je úplné surjektivní zobrazení z mnoºiny bod· do mnoºiny barev. Kaºdému
bodu je tedy p°i°azena práv¥ jedna barva a kaºdé barv¥ alespo¬ jeden bod.
V·bec si ale pod barvením roviny nep°edstavujte její rozd¥lení na stejnobarevné oblasti.
Existují i taková obarvení, ve kterých nenajdeme ºádnou jednobarevnou plochu. Uvaºme
nap°íklad následující obarvení:

f(x) =

{
£ervená x+ y ∈ R \Q
modrá x+ y ∈ Q

Pokud bychom cht¥li n¥co dokazovat v obecn¥ obarvené rovin¥ £i prostoru p°ímo, bylo
by to velmi sloºité. Proto nej£ast¥ji postupujeme sporem.

Úloha 1.1. Rovina je obarvena dv¥ma barvami. Dokaºte, ºe v ní existují dva body stejné
barvy ve vzdálenosti jedna.

�e²ení. Pro spor p°edpokládejme, ºe kaºdé dva body ve dvoubarevné rovin¥ ve vzdálenosti
jedna mají r·znou barvu. Uvaºme rovnostranný trojúhelník ABC o stran¥ jedna. Body
A,B,C mají po dvou r·znou barvu. Rovina tedy musí být obarvena t°emi barvami, coº je
spor s p°edpokladem, ºe rovina je dvoubarevná.

N¥které barevné úlohy mají i p¥kná kombinatorická °e²ení.

Úloha 1.2. Rovina je obarvena dv¥ma barvami. Dokaºte, ºe v ní existuje obdélník s
vrcholy stejné barvy.

�e²ení. Uvaºme dev¥t rovnob¥ºek a t°i kolmice na n¥, které ur£í trojice pr·se£ík·. Exis-
tuje 23 zp·sob·, jak tyto trojice obarvit, ale my jich máme 23 + 1, dv¥ trojice tedy budou
obarvené stejn¥. V kaºdé trojici jsou ur£it¥ dva body stejné barvy. Ze dvou stejných troji-
cích, které jsme na²li, uváºíme dva páry stejnobarevných bod·, ty tvo°í obdélník.

Hadwiger-Nelson·v problém

Tento otev°ený problém matematiky je pojmenovaný po matematicích Hugovi Hadwigerovi
a Edwardu Nelsonovi a který byl poprvé formulován okolo roku 1950. Problém °e²í otázku,
kolik nejmén¥ barev je pot°eba na obarvení roviny tak, aby ºádné dva body ve vzdálenosti
1 od sebe nem¥ly stejnou barvu. P°estoºe problém je stále nevy°e²ený, je známo, ºe rovinu
ur£it¥ nelze obarvit mén¥ neº 4 barvami tak, aby kaºdé dva body ve vzdálenosti 1 m¥ly
r·znou barvu. Zárove¬ ale víme, ºe pro 7 barev to moºné je, jelikoº takové obarvení popsal
matematik John R. Isbell. Odpov¥dí je tedy jedno z £ísel 4, 5, 6 nebo 7.
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Úloha 1.3. Dokaºte, ºe rovina nelze obarvit t°emi nebo mén¥ barvami, aniº by n¥jaké dva
body ve vzdálenosti jedna od sebe m¥ly stejnou barvu.

�e²ení. P°edpokládejme, ºe máme rovinu obarvenou t°emi barvami tak, ºe ºádné dva
body ve vzdálenosti jedna nemají stejnou barvu. V této rovin¥ zvolíme bod A barvy 1,
který bude st°edem kruºnice k o polom¥ru

√
3. Na kruºnici musí být alespo¬ jeden bod

jiné barvy, který ozna£íme jako B a jeho barvu jako barvu 2. Dále uvaºme kruºnici l o
polom¥ru jedna a st°edem A. Na této kruºnici zvolme body C a D tak, aby s bodem B
tvo°ili rovnostranný trojúhelník BCD o stran¥ jedna. Bod B je ve vzdálenosti jedna od
A i od B, musí tedy mít jinou barvu neº 1 nebo 2, nazv¥me ji barvou t°i. Bod D je ve
vzdálenosti jedna od A, B i C a musí tak mít £tvrtou barvu, to je ale spor s tím, ºe rovina
je trojbarevná.
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