XXIL. ro¢nik BRKOS 2015/2016

Pomocny text

KONSTRUKCNI
GEOMETRIE

Drazi regitelé,
V tomto povidani se, jak nézev napovida, podivame na zakladni konstrukénf pojmy a
zkusime si vyfesit par jednoduchych tloh.

Fukleidovské konstrukce

Kdyz mluvime o konstrukcich, nezajima nas pouze jak néco zkonstruovat, ale také zda
viibec néjaky obrazec zkonstruovat Ize. K obojimu potfebujeme jasné uréena pravidla, co
si vlastné mtzeme dovolit. Proto nam jiz pan Eukleidés (kolem 260 p¥. n. 1.) dal 2 zékladni
néstroje, které je dovoleno pouzivat:

o Kruzitko — na rozdil od normalnich kruzitek vSak toto dokéZe nakreslit kruZnici o

libovolném poloméru, nema vsak Zadna méfidla.

e Hrana — vétSinou se zove pravitko, nemé zadnou stupnici, je vSak libovolné dlouh4,
dokazeme tak spojit libovolné vzdalené body a to nejen useckou, ale i primkou.

Co zakladniho tedy pomoci téchto nastroji dokdzeme?

1. Libovolnymi 2 body dokadzeme vést (pravé jednu) tsecku a tu libovolné prodlouzit
(muzeme tedy uvazovat i pfimky, i kdyZ ty uplné oficidlné sestrojit neumime).

2. Vytvofit kruznici se stfedem v jednom bodé a prochézejici jinym bodem.

3. Urcit bod priniku dvou riznych (nelezicich na sob&) kruzmic, tsefek a pFimek (a

Pozn. Zapis konstrukce — Pravdépodobné jste se vSichni udili ve skole, ze pro pte-

hlednost konstrukce zapisujeme schematicky pomoci znacek. Tento zapis vSak neni zcela
standartisovan, tak nezoufejte, pokud jste se udili jiny zptisob:

o k;k(S,r = a) — sestrojime kruznici k se stfedem v bodé S a polomérem . Castdji
nez dané ¢islo o pouzivame néjakou délku usecky (napi. |[SAJ).

e pip = /ﬁ — sestrojime pfimku p prochéazejici body A a B. Pfipadné verze pro
poloptimku CD.

e A;A € pNq — sestrojime (oznacime) bod A, lezici na pruniku p a ¢, coz mohou
byt primky, tsecky, nebo kazdé jedno. Dejte prosim pozor, ze pfimky a tsecky jsou
mnoziny bodi. Bod A se tedy nerovna priniku (a to ani pifmek), ale nalezi (je
prvkem) praniku.
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e 7a témito zapisy mohou nésledovat dalsi podminky nebo vlastnosti. I kdyz to tedy
neni piimo zakladni konstrukce, predpokladame, ze umite sestrojit kolmé a rovno-
bézné pifmky, tyto konstrukce tedy miizete zkracovat. Dale také miizete pouzivat
thly, pozor ale na to, aby bylo jasné poznat, ktery ze dvou uhld vytéenych 2 polo-
primkami myslite. Konstrukce u kterych si nejste jisti, ze jsou zdkladni nam radsi
popiste a pak klidné pouzivejte (napf. nam feknete jak sestrojit kruznici opsanou a
feknete, ze k(A, B,C) je kruznice opsana troj. ABC a pak uz muZete tenhle zapis
beztrestné pouzivat).

Jako cvic¢eni pro zapis konstrukce si ukdzeme prvni tlohu:

Uloha 0.1. Ukaite, ze 2. schopnost je ekvivalentni se schopnosti vytvofit kruznici o polo-
méru daném libovolnou tseckou.

Smér “<” je ziejmy, nebot za tsetku mizeme vybrat i SA, kde S je stfed kruznice a
A je pozadovany bod na kruZici.

Pro druhy smér jiz musime vytvofit konstrukci, kterd nam pro danou tsecku a bod
vytvori kruznici se stfedem v onom bodé a polomérem délky tusecky. Pozor v8ak na to,
7e smime pouZivat pouze konstrukeci se stfedem a bodem na kruznici (k(S;|SA|) a nikoli
(k(S; | AB).

Mgjme tedy zadanou tsecku AB a bod C. Nynf{ vytvofime t¥i kruznice:

o ki;ki(C;|CA|)
o ko;ka(A;|AB|)
o ki k3(A;|AC))
Nynf si oznacime 2 priiseciky:
o D:DekinNks
e F:EckinNks

Oblouk AD je zjevné shodny s obloukem DC' a zaroven |AB| = |AE|. Pokud tedy pie-
neseme oblouk AE na shodny oblouk C'F, pak |CF| = |AB| a my budeme moci sestrojit
pozadovanou kruznici. Pfeneseni provedeme pomoci posledni kruZnice:

e ky;ks(D;|DE))
e F;FekyNks; F#FE
Nyni uz tedy mtizeme sestrojit vytouzenou kruznici 1:

e [;I(C;|CF|)
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’e)

Zde jesté zminme 2 véty tykajici se konstrukce pravitkem a kruzitkem:

[on)}

Véta 0.1 (Mohr-Mascheroniho). Kterdkoli konstrukce proveditelnd za pomoci kruzitka a
hrany je proveditelnd pouze kruZitkem.

Logicky vas ted zajimé, zda podobné véta plati i pro hranu. Zde vSak budete trochu
zklaméni, nebot plati nasledujici:

Véta 0.2 (Poncelet—Steinerova). Vsechny konstrukce proveditelné hranou a kruZitkem jsou
proveditelé pouze za pomoci hrany, mdme-li jiZ zadanou kruznici a jeji stred.

Pro¢ je hrana slabsi nastroj nez kruzitko? Souvisi to s tim, Ze geometrie méa svij alge-
braicky vyznam (analytickd geometrie). Hrana (pfimka) ma v8ak pouze linearni vyjad¥eni,
zatimco kruznice spliiuje néjakou kvadratickou rovnici. Pomoci pouze p¥imek tak nikdy
napf. nedokdzeme spocitat druhé odmocniny.

Pozn. Sestrojitelnost pravidelnych mnohoudhelnikii — s odpovédi na tuto otazku prisel
az Carl Friedrich Gauss roku 1801. Véta, kterou dokazal tvrdi nasledujici:

Véta 0.3 (Gauss—Wantzelova). Pravidelny n-ihelnik je sestrojitelny pravé tehdy, kdyZ n
je soucinem mocniny 2 a riznych fermatovych prvocisel (kazdého mazimdlné jednou).

Fermatovo prvoéislo je prvoéislo tvaru 22 4-1. Doposud bylo nalezeno jen 5 fermatovych
prvodisel (3, 5, 17, 257, 65537).

Tato véta napiiklad tvrdi, Ze lze sestrojit pravidelny 17ahelnik (coz Gauss sam ukézal
o 5 let diive).

Zde vam predkladame par dloh na procviéeni:

e Zkomnstuujte tfetinu obecného tuhlu.
e K zadanému kruhu zkonstuujte ¢tverec stejného obsahu.

e K zadané hrané krychle zkonstruujte hranu krychle dvojnasobného objemu.
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Ze jste se zasekli uz na prvnim tukolu? To ani neni divu! Jsou to totiz t¥i slavné antické
problémy, které nejsou pomoci hrany a kruzitka Fesitelné (jsou tak slavné, ze maji své
nazvy: trisekce uhlu, kvadratura kruhu, zdvojeni krychle). Jsou ale tyto ulohy
feSitelné jinou konstrukéni metodou? éésteéné, nebot prvni a tfeti tloha je feSitelna pomoci
tzv. Origami konsrukce, nebo jednoduse konstrukce prehybanim papiru. Ale o tam snad
nékdy jindy (mozna na soustiedéni?).

Na zaveér si jesté vyfFesime 2 ulozky, které vam (snad) pomohou pii Feseni t¥eti série.

Resené piiklady

Uloha 0.2. Zkonstruujte étverec ABCD, mate-li zadany body K, L, M, N pro které plati,
ze lezi po fadé na stranach (piimkach) AB, BC,CD,DA a usetky KM a LN prochéazi
stf€dem ctverce.

Vyuzijeme toho, ze otocenim o 90 stupni kolem stfedu se ¢tverec zobrazi sdm na sebe a
jedna strana se zobrazi na vedlej8i. Zaroven je ziejmé, Ze stfed ¢tverce musi lezet ve stfedu
tsetek KM a LN.

Otocime-li tedy napt. body K, M o 90 stupni kolem stfedu tisecky KM, dostaneme
body K', M’, které budou lezet na stranach BC, DA v tomto, nebo opa¢ném poradi. Nyni
uz tedy budeme mit na stranach BC, DA dva body, které ndm jednoznacéné udaji pfimku
(nesplynou-li). Pak uz jen sta¢i vést kolmice na tyto pfimky body K, M a dostaneme

pozadovany CEtverec.
/ .‘
‘ 4 }

1. 8;8 € KM;|SK| = |SM|
2. p;pLKM;S €p

3. k;k(S;|SK))

4 K' M, K' .M =knp

5. b;b=M'L
6. dyd=K'N
7. a;alb; K €a
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8. celb; M e c
9. A;Aeand
10. B;Bebna
11. C;C ecnbd
12. D;D edne

Diskuse: uloha mé v obecném pripadé 2 feSeni, nebot jsme méli 2 volby pro bod K’. Ze
slovniho popisu by se mohlo zdat, Zze mame dokonce 4 Feseni, ale spojeni bodt K'N vs.
K'L se vzajemné vyrusi s otofenim o 90 stupni v kladném, nebo zaporném sméru. Pokud
jiz body K, L, M, N lezi na ¢tverci, pak dostaneme nekone¢né mnoho Feeni, nebotf BUNO
body K’ a N splynou.

Uloha 0.3. Pirat na lodi ¥esil probléem. Mél lano s hakem urcité délky a chtél je zachytit za
lod’, kterou chtél okrast. Lano vSak muselo byt hozeno tak, aby bylo po zachyceni napnuté
a navic muselo byt hozeno po sméru vétru. Odkud je ma pirat hazet?

Mé&jme tedy dva rovinné obrazce P (piratska lod) a O (obchodni lod) a tsecku AB
jejiz délka urcuje délku lana a smér vétru AB.

Casto se ndm v konstruken{ tloze vyplati vyuzit né&jakého shodného zobrazeni. Uvé-
domme si, Ze z jednoho bodu P muzeme hodit lano do pravé jedoho bodu O a to bodu
vzdéleného |GH| ve sméru C?[ . Pokud tedy posuneme P dle orientované usecky Cﬁ[ )
dostaneme mnozinu bodd, kam mutzeme z P zamifit. Jejich prinik s O je tedy mnozina
vSech bodi z O, kam lze hodit lano z P. Vybereme tedy libovolny bod z tohoto priniku a
posuneme ho zpét tseckou ﬁ Tim dostaneme bod na P vyhovujici zadani.

Pro potieby konstrukce si lodi representujeme jako trojuhelniky ABC, DEF alodi jsou
tvofeny pouze obvodem. Vysledny bod bude bod X:

e o 1

V zépisu konstrukce budeme posunuti objekt X na objekt X’ dle orient. Gsecky xﬁ za-
pisovat takto: T(ﬁ) : X — X'. Toto kupiikladu povazujeme za trivialni (nebo dostatetné
znamou) konstrukei (stejné jako napf. otoceni), proto staci Fici, jak jej budete zapisovat.
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1. AA'B'C';T(GH) : AABC — A'B'C’
2. X';X' € AA'B'C' N ADEF
3. X;T(HG): X' = X

Uloha 0.4. Sestrojte trojuhelnik ABC, mate-li zadany body A, B,V, kde V je st¥ed
kruznice vepsané, a kruznici o opsanou trojuhelniku ABC.

Pro stied kruznice vepsané plati, Ze lezi na osach ahla pfi vrcholech, zejména tak bude
leZet na ose dhlu pii vrcholu A. Zaroven vime, Ze osa uhlu pfi vrcholu protinad kruznici
opsanou ve dvou vyznamnych bodech. Prvnim je samoziejmé vrchol (A) a druhym je
takzvany §vckiv bod, oznacme S4. Ten mé tu vlastnost, ze oblouk BC dé&li ve dvi, tedy
|BS4| = |CS4]. Bod C tedy snadno ziskame tak, Ze pieneseme bod B na opsanou kruznici,
aby tato rovnost platila.

1. p;p=AV

2. Sa;84€pno; Sy # A
k; k(Sa,|SaB))
C;Cekno,C+#B
AABC

RN

Diskuse: iloha ma zjevné jediné feSeni.

Pozn.: idaj o poloze bodu B je nadbytecny a miZe byt i skodlivy. Svrékiv bod md totiz
dalsi viastnost (aplikovdna na nade znaceni): |SAB| = |SAV| = [SAC|. Teoreticky je tedy
mozné, Ze uloha nebude mit Feseni pro dané zaddni.

Posledni tiloha na procviceni, kde uvedeme pouze népad feSeni a samotnou konstrukci
jiZz nechame na vas.

Uloha 0.5. Sestrojte trojiuhelnik ABC, mate-li zadanu kruznici opsanou o(O, R) na ni
body B, C' a znate polomér kruznice vepsané (r).

Ndzak teseni: Oznatme [ st¥ed kruznice vepsané (o kterém vime, Ze se nachdzi na
pruseciku os ihlt u vrchol). Ze souctd ahla v trojihelnicich BIC a BAC (a+ 8+ = 180°,
g + 3 + |[<BIC| = 180°) dostavame:

|<BIC| = 90° + g
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Mnozinu takovych bodu vak dokazeme snadno sestrojit (je to kruznice nad tétivou BC).
Zaroven vime, Ze musi I lezet ve vzdalenosti 7 od BC, mnozina takovych bodtl je pfimka
v této vzdalenosti od BC. Tam, kde se tyto dvé mnoziny protnou se zjevné& nachazi bod I.
Zbytek si jiz zkuste dokondéit sami.

Jing ndpad: Namisto tivaze o thlech vyuzijeme eulertiv vzorec pro vzdélenost d stfedu
kruzice vepsané a opsané:

d?> = R(R —2r)

Tim tedy dostaneme kruznici k(O, d), kterou opét protneme onou piimkou a zbytek je jiz

stejny.

Geogebra

Na zavér bychom pro vas méli malé doporuceni: pro TeSeni pouzivejte Geogebru, nebo
néjaky jiny program na euklidovskou konstrukei (napf. Cabri geometrie). M4 to totiz na-
sledujici vyhody:

e muzete si svou konstrukci vyzkouSet na rtiznych obecnych piipadech bez nutnosti
prerysovat

e lehce vySetfite pifipady pro diskusi
e vyhnete se tomu, Ze spravnou konstrukci Spatné narysujete a nevyjde vam
e zaroven vas nebudou mast chybné pozorovan{ vznikla ze §patné nakresleného naértku

e pokud obrazek pouzijete v feSeni, opravujici organisdtor vdm bude vdécen, ze je to
prehledné a jde to predist

Piejeme vam hodné uspéchii pii feSeni!
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