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Pomocný text

Konstruk£ní
geometrie

Drazí °e²itelé,
V tomto povídání se, jak název napovídá, podíváme na základní konstruk£ní pojmy a

zkusíme si vy°e²it pár jednoduchých úloh.

Eukleidovské konstrukce

Kdyº mluvíme o konstrukcích, nezajímá nás pouze jak n¥co zkonstruovat, ale také zda
v·bec n¥jaký obrazec zkonstruovat lze. K obojímu pot°ebujeme jasn¥ ur£ená pravidla, co
si vlastn¥ m·ºeme dovolit. Proto nám jiº pan Eukleidés (kolem 260 p°. n. l.) dal 2 základní
nástroje, které je dovoleno pouºívat:

• Kruºítko � na rozdíl od normálních kruºítek v²ak toto dokáºe nakreslit kruºnici o
libovolném polom¥ru, nemá v²ak ºádná m¥°idla.

• Hrana � v¥t²inou se zove pravítko, nemá ºádnou stupnici, je v²ak libovoln¥ dlouhá,
dokáºeme tak spojit libovoln¥ vzdálené body a to nejen úse£kou, ale i p°ímkou.

Co základního tedy pomocí t¥chto nástroj· dokáºeme?

1. Libovolnými 2 body dokáºeme vést (práv¥ jednu) úse£ku a tu libovoln¥ prodlouºit
(m·ºeme tedy uvaºovat i p°ímky, i kdyº ty úpln¥ o�ciáln¥ sestrojit neumíme).

2. Vytvo°it kruºnici se st°edem v jednom bod¥ a procházející jiným bodem.

3. Ur£it bod pr·niku dvou r·zných (neleºících na sob¥) kruºnic, úse£ek a p°ímek (a
p°ípadn¥ i sloºit¥j²ích v¥cí, které jsou ale vet²inou sloºeny z t¥chto základních)

Pozn. Zápis konstrukce � Pravd¥podobn¥ jste se v²ichni u£ili ve ²kole, ºe pro p°e-
hlednost konstrukce zapisujeme schematicky pomocí zna£ek. Tento zápis v²ak není zcela
standartisován, tak nezoufejte, pokud jste se u£ili jiný zp·sob:

• k; k(S, r = α) � sestrojíme kruºnici k se st°edem v bod¥ S a polom¥rem α. �ast¥ji
neº dané £íslo α pouºíváme n¥jakou délku úse£ky (nap°. |SA|).

• p; p =
←→
AB � sestrojíme p°ímku p procházející body A a B. P°ípadn¥ verze pro

polop°ímku
−−→
CD.

• A;A ∈ p ∩ q � sestrojíme (ozna£íme) bod A, leºící na pr·niku p a q, coº mohou
být p°ímky, úse£ky, nebo kaºdé jedno. Dejte prosím pozor, ºe p°ímky a úse£ky jsou
mnoºiny bod·. Bod A se tedy nerovná pr·niku (a to ani p°ímek), ale náleºí (je
prvkem) pr·niku.
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• Za t¥mito zápisy mohou následovat dal²í podmínky nebo vlastnosti. I kdyº to tedy
není p°ímo základní konstrukce, p°edpokládáme, ºe umíte sestrojit kolmé a rovno-
b¥ºné p°ímky, tyto konstrukce tedy m·ºete zkracovat. Dále také m·ºete pouºívat
úhly, pozor ale na to, aby bylo jasn¥ poznat, který ze dvou úhl· vyt£ených 2 polo-
p°ímkami myslíte. Konstrukce u kterých si nejste jisti, ºe jsou základní nám rad²i
popi²te a pak klidn¥ pouºívejte (nap°. nám °eknete jak sestrojit kruºnici opsanou a
°eknete, ºe k(A,B,C) je kruºnice opsaná troj. ABC a pak uº m·ºete tenhle zápis
beztrestn¥ pouºívat).

Jako cvi£ení pro zápis konstrukce si ukáºeme první úlohu:

Úloha 0.1. Ukaºte, ºe 2. schopnost je ekvivalentní se schopností vytvo°it kruºnici o polo-
m¥ru daném libovolnou úse£kou.

Sm¥r �⇐� je z°ejmý, nebo´ za úse£ku m·ºeme vybrat i SA, kde S je st°ed kruºnice a
A je poºadovaný bod na kruºici.

Pro druhý sm¥r jiº musíme vytvo°it konstrukci, která nám pro danou úse£ku a bod
vytvo°í kruºnici se st°edem v onom bod¥ a polom¥rem délky úse£ky. Pozor v²ak na to,
ºe smíme pouºívat pouze konstrukci se st°edem a bodem na kruºnici (k(S; |SA|) a nikoli
(k(S; |AB|).

M¥jme tedy zadanou úse£ku AB a bod C. Nyní vytvo°íme t°i kruºnice:

• k1; k1(C; |CA|)

• k2; k2(A; |AB|)

• k3; k3(A; |AC|)

Nyní si ozna£íme 2 pr·se£íky:

• D;D ∈ k1 ∩ k3

• E;E ∈ k1 ∩ k2

Oblouk AD je zjevn¥ shodný s obloukem DC a zárove¬ |AB| = |AE|. Pokud tedy p°e-
neseme oblouk AE na shodný oblouk CF , pak |CF | = |AB| a my budeme moci sestrojit
poºadovanou kruºnici. P°enesení provedeme pomocí poslední kruºnice:

• k4; k4(D; |DE|)

• F ;F ∈ k4 ∩ k3;F 6= E

Nyní uº tedy m·ºeme sestrojit vytouºenou kruºnici l:

• l; l(C; |CF |)
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Zde je²t¥ zmi¬me 2 v¥ty týkající se konstrukce pravítkem a kruºítkem:

V¥ta 0.1 (Mohr�Mascheroniho). Kterákoli konstrukce proveditelná za pomoci kruºítka a
hrany je proveditelná pouze kruºítkem.

Logicky vás te¤ zajímá, zda podobná v¥ta platí i pro hranu. Zde v²ak budete trochu
zklamáni, nebo´ platí následující:

V¥ta 0.2 (Poncelet�Steinerova). V²echny konstrukce proveditelné hranou a kruºítkem jsou
proveditelé pouze za pomoci hrany, máme-li jiº zadanou kruºnici a její st°ed.

Pro£ je hrana slab²í nástroj neº kruºítko? Souvisí to s tím, ºe geometrie má sv·j alge-
braický význam (analytická geometrie). Hrana (p°ímka) má v²ak pouze lineární vyjád°ení,
zatímco kruºnice spl¬uje n¥jakou kvadratickou rovnici. Pomocí pouze p°ímek tak nikdy
nap°. nedokáºeme spo£ítat druhé odmocniny.

Pozn. Sestrojitelnost pravidelných mnohoúhelník· � s odpov¥dí na tuto otázku p°i²el
aº Carl Friedrich Gauss roku 1801. V¥ta, kterou dokázal tvrdí následující:

V¥ta 0.3 (Gauss�Wantzelova). Pravidelný n-úhelník je sestrojitelný práv¥ tehdy, kdyº n
je sou£inem mocniny 2 a r·zných fermatových prvo£ísel (kaºdého maximáln¥ jednou).

Fermatovo prvo£íslo je prvo£íslo tvaru 22n+1. Doposud bylo nalezeno jen 5 fermatových
prvo£ísel (3, 5, 17, 257, 65537).

Tato v¥ta nap°íklad tvrdí, ºe lze sestrojit pravidelný 17úhelník (coº Gauss sám ukázal
o 5 let d°íve).

Zde vám p°edkládáme pár úloh na procvi£ení:

• Zkonstuujte t°etinu obecného úhlu.

• K zadanému kruhu zkonstuujte £tverec stejného obsahu.

• K zadané hran¥ krychle zkonstruujte hranu krychle dvojnásobného objemu.
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�e jste se zasekli uº na prvním úkolu? To ani není divu! Jsou to totiº t°i slavné antické
problémy, které nejsou pomocí hrany a kruºítka °e²itelné (jsou tak slavné, ºe mají své
názvy: trisekce úhlu, kvadratura kruhu, zdvojení krychle). Jsou ale tyto úlohy
°e²itelné jinou konstruk£ní metodou? �áste£n¥, nebo´ první a t°etí úloha je °e²itelná pomocí
tzv. Origami konsrukce, nebo jednodu²e konstrukce p°ehýbáním papíru. Ale o tam snad
n¥kdy jindy (moºná na soust°ed¥ní?).

Na záv¥r si je²t¥ vy°e²íme 2 úloºky, které vám (snad) pomohou p°i °e²ení t°etí série.

�e²ené p°íklady

Úloha 0.2. Zkonstruujte £tverec ABCD, máte-li zadány body K,L,M,N pro které platí,
ºe leºí po °ad¥ na stranách (p°ímkách) AB,BC,CD,DA a úse£ky KM a LN prochází
st°¥dem £tverce.

Vyuºijeme toho, ºe oto£ením o 90 stup¬· kolem st°edu se £tverec zobrazí sám na sebe a
jedna strana se zobrazí na vedlej²í. Zárove¬ je z°ejmé, ºe st°ed £tverce musí leºet ve st°edu
úse£ek KM a LN .

Oto£íme-li tedy nap°. body K,M o 90 stup¬· kolem st°edu úse£ky KM, dostaneme
body K ′,M ′, které budou leºet na stranách BC,DA v tomto, nebo opa£ném po°adí. Nyní
uº tedy budeme mít na stranách BC,DA dva body, které nám jednozna£n¥ udají p°ímku
(nesplynou-li). Pak uº jen sta£í vést kolmice na tyto p°ímky body K,M a dostaneme
poºadovaný £tverec.

S
M

L

K

N

K′

M ′

A

B

C

D

1. S;S ∈ KM ; |SK| = |SM |

2. p; p⊥KM ;S ∈ p

3. k; k(S; |SK|)

4. K ′,M ′;K ′,M ′ = k ∩ p

5. b; b = M ′L

6. d; d = K ′N

7. a; a⊥b;K ∈ a

BRKOS Team 2015



XXII. ro£ník BRKOS 2015/2016

8. c; c⊥b;M ∈ c

9. A;A ∈ a ∩ d

10. B;B ∈ b ∩ a

11. C;C ∈ c ∩ b

12. D;D ∈ d ∩ c

Diskuse: úloha má v obecném p°ípad¥ 2 °e²ení, nebo´ jsme m¥li 2 volby pro bod K'. Ze
slovního popisu by se mohlo zdát, ºe máme dokonce 4 °e²ení, ale spojení bod· K ′N vs.
K ′L se vzájemn¥ vyru²í s oto£ením o 90 stup¬· v kladném, nebo záporném sm¥ru. Pokud
jiº body K,L,M,N leºí na £tverci, pak dostaneme nekone£n¥ mnoho °e²ení, nebo´ BÚNO
body K ′ a N splynou.

Úloha 0.3. Pirát na lodi °e²il problém. M¥l lano s hákem ur£ité délky a cht¥l je zachytit za
lo¤, kterou cht¥l okrást. Lano v²ak muselo být hozeno tak, aby bylo po zachycení napnuté
a navíc muselo být hozeno po sm¥ru v¥tru. Odkud je má pirát házet?

M¥jme tedy dva rovinné obrazce P (pirátská lo¤) a O (obchodní lo¤) a úse£ku AB

jejíº délka ur£uje délku lana a sm¥r v¥tru
−−→
AB.

�asto se nám v konstruk£ní úloze vyplatí vyuºít n¥jakého shodného zobrazení. Uv¥-
domme si, ºe z jednoho bodu P m·ºeme hodit lano do práv¥ jedoho bodu O a to bodu
vzdáleného |GH| ve sm¥ru

−−→
GH. Pokud tedy posuneme P dle orientované úse£ky

−−→
GH,

dostaneme mnoºinu bod·, kam m·ºeme z P zamí°it. Jejich pr·nik s O je tedy mnoºina
v²ech bod· z O, kam lze hodit lano z P . Vybereme tedy libovolný bod z tohoto pr·niku a
posuneme ho zp¥t úse£kou

−−→
HG. Tím dostaneme bod na P vyhovující zadání.

Pro pot°eby konstrukce si lodi representujeme jako trojúhelníky ABC,DEF a lodi jsou
tvo°eny pouze obvodem. Výsledný bod bude bod X:

A

B

C

D

E

F

G H

A′

B′

C′

X′X

V zápisu konstrukce budeme posunutí objekt X na objekt X ′ dle orient. úse£ky
−−→
AB za-

pisovat takto: T (
−−→
AB) : X → X ′. Toto kup°íkladu povaºujeme za triviální (nebo dostate£n¥

známou) konstrukci (stejn¥ jako nap°. oto£ení), proto sta£í °íci, jak jej budete zapisovat.
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1. ∆A′B′C ′;T (
−−→
GH) : ∆ABC → A′B′C ′

2. X ′;X ′ ∈ ∆A′B′C ′ ∩∆DEF

3. X;T (
−−→
HG) : X ′ → X

Úloha 0.4. Sestrojte trojúhelník ABC, máte-li zadány body A,B, V , kde V je st°ed
kruºnice vepsané, a kruºnici o opsanou trojúhelníku ABC.

Pro st°ed kruºnice vepsané platí, ºe leºí na osách úhl· p°i vrcholech, zejména tak bude
leºet na ose úhlu p°i vrcholu A. Zárove¬ víme, ºe osa úhlu p°i vrcholu protíná kruºnici
opsanou ve dvou význámných bodech. Prvním je samoz°ejm¥ vrchol (A) a druhým je
takzvaný ²v£k·v bod, ozna£me ŠA. Ten má tu vlastnost, ºe oblouk BC d¥lí ve dví, tedy
|BŠA| = |CŠA|. Bod C tedy snadno získáme tak, ºe p°eneseme bod B na opsanou kruºnici,
aby tato rovnost platila.

A

V

ŠA
B

C

1. p; p = AV

2. ŠA; ŠA ∈ p ∩ o; ŠA 6= A

3. k; k(ŠA, |ŠAB|)

4. C;C ∈ k ∩ o;C 6= B

5. ∆ABC

Diskuse: úloha má zjevn¥ jediné °e²ení.
Pozn.: údaj o poloze bodu B je nadbyte£ný a m·ºe být i ²kodlivý. �vr£k·v bod má totiº

dal²í vlastnost (aplikována na na²e zna£ení): |ŠAB| = |ŠAV | = |ŠAC|. Teoreticky je tedy
moºné, ºe úloha nebude mít °e²ení pro dané zadání.

Poslední úloha na procvi£ení, kde uvedeme pouze nápad °e²ení a samotnou konstrukci
jiº necháme na vás.

Úloha 0.5. Sestrojte trojúhelník ABC, máte-li zadánu kruºnici opsanou o(O,R) na ní
body B,C a znáte polom¥r kruºnice vepsané (r).

Názak °e²ení: Ozna£me I st°ed kruºnice vepsané (o kterém víme, ºe se nachází na
pr·se£íku os úhl· u vrchol·). Ze sou£t· úhl· v trojúhelnících BIC a BAC (α+β+γ = 180◦,
β
2 + γ

2 + |^BIC| = 180◦) dostáváme:

|^BIC| = 90◦ +
α

2
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Mnoºinu takových bod· v²ak dokáºeme snadno sestrojit (je to kruºnice nad t¥tivou BC).
Zárove¬ víme, ºe musí I leºet ve vzdálenosti r od BC, mnoºina takových bod· je p°ímka
v této vzdálenosti od BC. Tam, kde se tyto dv¥ mnoºiny protnou se zjevn¥ nachazí bod I.
Zbytek si jiº zkuste dokon£it sami.

Jiný nápad: Namísto úvaze o úhlech vyuºijeme euler·v vzorec pro vzdálenost d st°edu
kruºice vepsané a opsané:

d2 = R(R− 2r)

Tím tedy dostaneme kruºnici k(O, d), kterou op¥t protneme onou p°ímkou a zbytek je jiº
stejný.

Geogebra

Na záv¥r bychom pro vás m¥li malé doporu£ení: pro °e²ení pouºívejte Geogebru, nebo
n¥jaký jiný program na euklidovskou konstrukci (nap°. Cabri geometrie). Má to totiº ná-
sledující výhody:

• m·ºete si svou konstrukci vyzkou²et na r·zných obecných p°ípadech bez nutnosti
p°erýsovat

• lehce vy²et°íte p°ípady pro diskusi

• vyhnete se tomu, ºe správnou konstrukci ²patn¥ narýsujete a nevyjde vám

• zárove¬ vás nebudou mást chybná pozorování vzniklá ze ²patn¥ nakresleného ná£rtku

• pokud obrázek pouºijete v °e²ení, opravující organisátor vám bude vd¥£en, ºe je to
p°ehledné a jde to p°e£íst

P°ejeme vám hodn¥ úsp¥ch· p°i °e²ení!
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