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Pomocny text

TABULKY

Ucelem povidani k sérii je pfipravit fesitele na prekazky, které ho na cesté k feSeni
mohou potkat. Typicky je obsahem takového textu seznam potfebnych definic a tvrzeni
tykajicich se dané problematiky a casto i jejich uziti v navodnych tlohach. Tentokrat Vas
¢eka ale néco trochu jiného - nova tvrzeni v tomto textu nehledejte. Vérime, Zze nejlepsi
prupravou na zdarné vyresSeni tloh v této sérii je feSeni navodnych tloh a to i takovych,
které s témi v zadani nemaji mnoho spoleéného. Uvahy nad dvourozmérnym polem si v
nich jisté dobfe procvicite. Rada na zavér: Zkuste problémy nejdiive vyresit sami, feSeni
by meélo byt spiSe pro kontrolu a mélo by poméhat myslenky zformulovat, nikoli tvorit.

Ptiklad 2.1. Sachovnice je klasicky obarvena. V jednom tahu zménime barvy vsech
polic¢ek v jednom sloupci nebo v jednom radku. Mtze na konci zlistat pouze jedno policko
Cerné?

ReSeni. Reknéme, Ze v i-tém tahu ménime barvy v ¥adku nebo sloupci, ktery obsahuje
¢; ¢ernych poli. Tento sloupec obsahuje 8 — ¢; bilych poli, proto pokud byl pred i-tou
zménou celkovy pocet ¢ernych poli C;, bude jich po zméné C; —¢; + (8 —¢;) = C; +8 — 2¢;.
Celkovy pocet ¢ernych poli byl na za¢atku 32 (sudé ¢islo) a i-tou zménou se méni o 8 — 2¢;
(také sudé ¢islo), je proto stale sudy. Nemuze byt proto nikdy roven jedné.

Poznamka. Pokud se v tabulce néco méni, je dobré se zamérit na véci, které jsou vuci
témto zménadm invariantni, coz znamena, Ze zistavajli po provedeni téchto zmén stejné.
Vyuziti tohoto je dobie vidét v prvni navodné tloze.

Priklad 2.2. Na Sachovnici je oznacenych 16 poli tak, Ze v kazdém Fadku i sloupci jsou
oznacena dvé pole. Dokazte, ze na oznacenych 16 poli 1ze umistit 8 bilych a 8 ¢ernych
figurek tak, aby v kazdém fadku a kazdém sloupci byla pravé jedna bila a pravé jedna
cernd figurka.

ReSeni. Pokud dvé ozna¢nd pole lezi ve stejném fadku (sloupci), fekneme o nich, 7e
jsou spratelend radkem (sloupcem). Zacneme tak, Ze na libovolné oznacené pole umistime
bilou figurku. Na pole spratelené fadkem s obsazenym polem postavime ¢ernou figurku.
Tteti figurkou (bilou) obsadime pole sptatelené sloupcem s druhym obsazenym, ¢tvrtou
(Gernou) na pole spratelené se fadkem se tfetim a tak dale. Tento algoritmus skonéi v oka-
mziku, kdy bychom méli umistit dalsi figurku na pozici, kterd je uz obsazena. Je jisté,
Ze tuto pozici jsme obsadili jako prvni (ostatni obsazené pozice maji obsazend obé spta-
telend pole). Umistovali jsme st¥idavé bilé a ¢erné figurky a uvazovali sprateleni stfidavé
sloupcem a radkem. Sprateleni mezi prvni a posledni figurkou je sloupcem, mezi posledni
a predposledni fadkem, posledni figurka je proto ¢erna. Plati tedy, ze prvni figurka ma
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na obou spratelenych polich figurky opacné barvy. Pro ostatni figurky plati totéz diky
postupu, kterym jsme figurky pridavali.

Nyni jsou dvé moznosti — bud jsme jiz umistili figurky na vSechna oznacéené pole, nebo
ne. Pokud ne, vybereme libovolné neobsazené oznacené pole a cely algoritmus opakujeme.
Opakovat ho budeme do doby, nez budou obsazena vsechna oznacené pole.

Piiklad 2.3. Do sachovnice n x n je vepsano n? ¢isel tak, Ze jejich soudet je nezaporny.
Dokazte, ze muzeme pfemistit sloupce Sachovnice tak, aby soucet ¢isel na jedné z diagonal
byl také nezaporny.

ResSeni. Hodnotu v i-tém fadku a j-tém sloupci oznaéme a; ;. Uvazme nyni soucty S,
kde k € {0,--- ,n — 1}, definované takto: Sy =a11 +az2+- -+ apnn, aprok >0

Sk =a114+k +a224k + -+ At + An—py1,1 + -+ Ak

Kazda z hodnot a; ; je zapoctena do pravé jednoho souc¢tu. Hodnota So+S1+4---+ 5,1 je
rovna souctu vSech ¢isel na Sachovnici a dle zadani je nezadporna. Proto musi byt alespon
jeden ze souc¢tli Sy nezdporny, necht je to S;. Pfesunutim prvnich ¢ sloupctt na pravy konec
Sachovnice docilime toho, ze prvky sc¢itané v souctu S; budou lezet na diagonéale. Pfesunuti
sloupct je proto vzdy mozné.

Priklad 2.4. Pole Sachovnice 12 x 12 jsou obarvena jednou ze tii barev. Dokazte, Ze
existuje pravouhelnik, jehoz rohovéa policka jsou stejné barvy.

ResSeni. Poli na Sachovnici je celkem 144, nejpocetnéjsi barva (feknéme zelend) proto

musi byt na alespon % = 48 polich. Pocet zelenych poli v i-tém fadku oznacme a;. Dvojici
zelenych poli, které jsou ve stejném radku, nazveme duetem. Pocet riznych dueti v ¢-tém

fadku je % Celkovy pocet duett je
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Aritmeticky primér ¢isel a1 — 5,a2 — 5,...,a12 — 5 je alespoil —5> = 3, jejich kvadra-
12
ticky prameér ) = leil (a’122) je podle nerovnosti mezi aritmetickym a kvadratickym
prumérem alespon %, proto
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Méme pouze 122J = 66 dvojic sloupcti, proto existuji dva duety lezici ve stejné dvojici

sloupcti. Pole tvofici tyto duety urcuji ¢tyttihelnik se vSemi rohy zelenymi. Tim je zadané
tvrzeni dokazano.
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