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Pomocny text
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PocCiTANI
V CELYCH CiSLECH

Mili resitelé,
po ponékud abstraktnéjsi sérii se podivame na téma, které Vam jisté pfijde divérné znamé,
vzdyt s celymi ¢isly jste pocitali jiz na zékladni skole. V tomto pomocném textu si ukdzeme
nékteré postupy, které Vam pri feseni takovychto tiloh mohou pomoci. Zejména se podi-
vame, jak fesit nékteré rovnice v celych ¢islech. Neexistuje vSak zadné univerzalni metoda,
jak tyto problémy feSit, proto neocekavejte, Ze si s timto aparatem vystacite vidy. Avsak v
nékterych pripadech tyto avahy povedou prfimo k feSeni, ¢i Vam snad ukazou cestu, kudy
se mizete vydat s jinym néastrojem.

Na zacdatek prece jenom zavedme néjaké pojmy, at vime presné, o ¢em se celou dobu
budeme bavit. Celymi ¢isly rozumime mnozinu pfirozenych ¢isel 1,2, 3, . . ., nulu znac¢enou
standardné 0 a zaporna celd ¢isla —1, —2, —3, . ... Pro mnozinu celych ¢isel budeme pouzi-
vat oznaceni Z, pro mnozinu pfirozenych ¢isel potom N. Je dobré si uvédomit, ze souctem
i sou¢inem dvou celych ¢isel je opét celé ¢islo, avsak podilem dvou celych ¢isel nemusi
vzdy byt celé ¢islo, vzdyt napriklad i neni celé cislo.

Pokud tedy chceme v feseni vyuzit déleni, napi. pfi podéleni vyrazu jinym vyrazem,
a tvrdit, ze vysledek je stale celé ¢islo, musime napted ukazat, Ze jeden vyraz déli druhy
vyraz (beze zbytku!). Tedy pokud naptiklad Fesime rovnici 5a = b a chceme tvrdit, ze
g, musime védét, ze b je délitelné péti, aby %, a tedy i a stale bylo celé ¢islo. K tomu
potiebujeme zformalizovat pojem délitelnost: fekneme, Ze ¢islo b déli ¢éislo a (piSeme b|a),
pokud existuje celé ¢islo ¢ € Z tak, ze a = be. VSimnéte si, ze z toho plyne, ze i ¢ déli
a. Tedy napiiklad 3|6, protoze 6 = 3 - 2, a také 2|6. Dilezitym pojmem, ktery je spojen
s délitelnosti, je pojem prvocisla. Prvocislem nazveme kladné celé cislo, které ma praveé
dva prirozené délitele. Protoze kazdé cislo je jisté délitelné 1 a samo sebou, znamen3 to,
ze prvocislo uz nesmi mit zadné jiné pfirozené délitele. PovSimnéte si, ze 1 neni prvocislo,
nebot m4 jediného pfirozeného délitele. Cisla riizna od jedné, ktera nejsou prvodéisla, na-
zyvame sloZend. Prvnich nékolik prvocisel je 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, ..., aktualné
nejvétsim znamym prvoéislem je 257885161 _ 1 které ma 17425169 cifer.

Dulezitou vlastnosti pfirozenych ¢isel (a tedy i celych, az na znaménka) je jednoznac-
nost rozkladu na soucin prvocisel. Kazdé piirozené ¢islo totiz miizeme zapsat jako soucin
nékolika prvocisel — naptiklad 15 = 3-5, 37 = 37, a tento rozklad je vzdy jediny mozny (az
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a =

déli soucin ab, pak nutné déli nékterého z ¢initeld, tedy p|a nebo p|b. Toto je disledkem
jednoznaé¢nosti rokladu na sou¢in prvocisel (promyslete si!). Je zajimavé, Ze v soucasnosti
neexistuje dostatecné rychly algoritmus na rozkladani prirozenych ¢isel na prvocisla, ¢ehoz
se vyuziva v napiiklad v kryptografii (zejména u rozsifeného algoritmu RSA).

Déle by se Vam mohla hodit véta o déleni se zbytkem. Pro jednoduchost si ji uvédme
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pro pfirozena ¢isla: pro kazdé a,b € N existuji jednoznaéné dané c,d € NU {0} tak, ze
a=bc+dal<d<b Tedy napiiklad 15 =7-2+ 1, kde 0 < 1 < 2. Nejcastéji pouzivana
forma ovSem je, Zze pro libovolna dvé ¢isla a,b plati, Ze a dava po déleni b zbytek ¢, kde
0<ec<hb.

Protoze matematika se tézko ucéi bez pocitani, pojdme si ukézat piiklady, u kterych
mizeme vyuzit nové ziskany aparat.

Piiklad 4.1. Necht a,b € Z. Pokud 5|a + 2b, je 222 celé éislo.

Reseni. Jisté plati: 5|a+2b = 5|(a+2b) +5a — 5b = 6a — 3b = 3(2a — b). Protoze 5 nedéli

3 a b je prvocislo, nutné musi 5/2a — b. A tedy 2“5_b je celé ¢islo.

Ukazeme si nyni t¥i jednoduché triky, které Vam mohou pomoci pfi feSeni rovnic v
celych ¢isel, a to rozklad na soucin, redukce modulo prirozené cislo a nerovnosti a odhady.

Priklad 4.2. V celych ¢slech feste rovnici a? = b% + 15.
Reseni. Upravme rovnici na tvar
a? - b =15

a posléze
(a —b)(a+b) =15.

Jisté tedy a — b, a + b jsou néjaci celociselni délitelé 15. Protoze v celych ¢islech ma 15
pouze koneéné mnoho déliteld, mizeme vyzkouset vSechny moznosti:

(a+b) =1, (a —b) = 15: potom 2a = 16, a tedy a = 8 a dale b = —7,
(a+0b) =3, (a —b) = 5: potom 2a = 8, a tedy a =4 a dale b = —1,

(a+b) =5, (a—0b) =3: potom 2a = 8, a tedy a =4 a déle b =1,

(a +b) =15, (a — b) = 1: potom 2a = 16, a tedy a = 8 a dile b =7,

(a+b) =-1, (a —b) = —15: potom 2a = —16, atedy a = -8 a dale b =7,
(a+0b)=-3, (a —b) = —5: potom 2a = —8, a tedy a = —4 a déle b =1,
(a+0b) = =5, (a —b) = —3: potom 2a = —8, a tedy a = —4 a dale b = —1,
(a+b) =—15, (a —b) = —1: potom 2a = —16, a tedy a = —8 a dale b = —T.

Timto zptsobem jsme nasli vSechny vyhovujici dvojice:
(8> _7)> (4a _l)a (47 1)7 (87 7)> (_87 7)a (_47 1)7 (_47 _1)> (_8> _7)-

V tomto piikladu jsme pfitom pouzili rozklad a® — b* = (a + b)(a — b). Dalsi rozklady
jsou napiiklad

ab—a—-b+1=17,
ad - =",
a® + b3 + ¢ — 3abe = T
obecnéji se da hezky rozlozit a™ — b”, a?*t1 + 21 a spousta jinjch. T v tomto piipadé
znamena, ze se mate zkusit zamyslet nad vhodnym rozkladem sami. Pokud na takovyto
rozklad neprijdete, mizZete si o tom popovidat s ostatnimi FeSiteli na nasem diskuznim
féru.

Dalsim trikem je uvazit celou rovnici modulo néjaké prirozené ¢islo. Viibec se toho
vyrazu nebojte, znamenda v podstaté jen nahrazeni obou stran rovnice jejich zbytkem po
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déleni danym modulem. Tedy naptiklad 31 + 25 = 46 modulo 5 znamené 1+ 0 = 1. Nekdy
je vyhodnéjsi uvazovat zdanlivé nesmyslné rovnice typu 1 = 6 modulo 5. Nejjednodusim
pfipadem je dobfe zndmé uvazovani modulo 2, coz neni nic jiného, nez rozhodnout, kdy
kdy je nékteré ¢islo (popt. vyraz) liché nebo sudé.

Pi¥iklad 4.3. Ukazte, Ze rovnice 5y + 22 = 2 nem4 feseni pro celd ¢&isla z, y.

Reseni. Ukazme to pravé redukci modulo 5. Protoze z véty o déleni se zbytkem dava &islo
x po déleni 5 zbytek 0, 1,2, 3, nebo 4, musi modulo 5 platit, ze 2 dava jeden ze zbytkii

02=0,12=1,22=4,32=4,4>=1

modulo 5. Aviak ze zadani mame podminku 2% = 2 modulo 5 a vidime tedy, Ze tato rovnice
nemuze mit feseni.

Mozné jste si povsimli, Ze jsme Vam v tomto feseni zamlceli jeden dulezity fakt. Sku-
te¢nost, ze pro m,n € N a a,b € Z dava ¢islo (a + bm)™ zbytek a™ modulo m, plyne
celkem snadno z binomické véty a v této sérii ji mtzete pouzivat bez dikazu. Disledkem
je, ze pro zjisténi moznych zbytkd libovolnych polynomialnich vyrazt staéi zkoumat jen
ty moznosti, kdy proménna neprevysuje modul, jako jsme to udélali vyse.

Vsechny tyto tvahy se daji zformalizovat pomoci takzvanych kongruenci — to je vy-
hodny prostfedek, jak usnadnit avahy o délitelnosti a zprehlednit je. O kongruencich si
muzete precist napiiklad v povidani ke 3. sérii 15. ro¢niku naseho seminafre. Vétsinou vsak
sta¢i intuitivni Gvaha o tom, jakych zbytkd muZou po déleni néjakym vhodné zvolenym
¢islem nase nezndmé nabyvat. Je vyhodné tuto avahu pouzit zejména tehdy, kdyz si mys-
lite, ze dana rovnice nemé feSeni, protoze po déleni néjakym cislem leva strana nabyva
jinych zbytkd nez prava.

Dalsim casto vyuzivanym prostfedkem jsou nerovnosti. Jedna z naprosto zakladnich
a Casto pouzivanych tvah zni: cétverec je vidy nezdporny (étvercem rozumime druhou
mocninu celého ¢isla).

Priklad 4.4. Ukazte, ze 22 + y? + 5 > 22 — 6y — 9 pro libovolna cela ¢isla z, y.
Reseni. Po pfevedeni na levou stranu si véimneme, Ze vlastné mame dokazat
2% — 20+ y? + 6y + 14 > 0,
po upravé na ctverec ovsem dostavame na levé strané
2? =22+ +6y+ld= (22 22+ 1)+ (P +6y+9)+4=(z—1)*+ (y+3)* +4,

coz je soucet dvou nezapornych a jednoho kladného ¢isla (¢tverec je vidy nezaporny!), coz
je kladné ¢islo. Leva strana je tudiz dokonce ostie vétsi nez 0.

Ukazme si nyni, jak lze pravé takovouto nerovnost vyuzit k feSeni rovnic v celych
¢islech.

Piiklad 4.5. V celych éislech feste rovnici (x + 1) + (y — 3)? = 22(4 — y).
Reseni. Rovnici nejprve roznasobme:

22420+ 1+y? — 6y +9 =8 — 2.
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Dale ji upravme na tvar
(z+y—3)? =2 +y*+9— 6z — 6y + 22y

a poté
(x+y—3)%=-1.

Protoze je vsak ¢tverec vidy nezdporny, tato rovnice ziejmé nemé v celych éislech feseni.

Vidime, zZe i jednoduché nerovnosti mtizou byt casto velmi uzite¢ny nastroj. Vice si o
nich mizete precist napfiklad ve tieti sérii 16. rocniku naseho seminére.

Co dal? Nyni se jiz muzete vrhnout do feseni nasich prikladi. Pokud by Vas zajimalo
vice teorie, vézte, ze ¢ast matematiky, kterd se zabyva riznymi vlastnostmi celych ¢isel
(ale nejenom tim), se nazyva teorie ¢isel. V ¢estiné existuje spousta vynikajicich text na
toto téma, urcité je nutno zminit treti kapitolu bajecné knihy Metody reseni matematic-
kijch 1iloh od pantt Herman, Kucera, Simsa. Rovnicim, jejichz feseni pozadujeme v celych
¢islech, se vétsinou tika Diofantické rovnice, podle feckého matematika Diofanta, ktery
se jimi zabyval. Resit rovnice v celych é&islech neni viibec jednoduché. Jednou z nejdéle
odolavajicich diofantickjch rovnic byla Velkd Fermatova véta, jednoduse formulovatelné
tvrzeni z roku 1637, Ze rovnice " + y"™ = 2" nema v celych ¢islech feseni pro n > 2. Tato
véta vsak byla dokazana az v roce 1995. Spousta jednoduse formulovatelnych problému
je vSak stale otevienych, naptiklad slavna Goldbachova hypotéza: Kazdé sudé pfirozené
Cislo vétsi nez 2 lze zapsat jako soucet dvou prvocisel. Kdo vi, tfeba jeji dikaz ¢eka prave
na Vas! :)
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